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n∑
k=1

kα의 일관된 귀납적 정당화 방법의 탐색과 그 확장에 대한 연구

A STUDY ON THE CONSISTENT INDUCTIVE JUSTIFICATION

AND EXTENSION OF
n∑
k=1

kα

조현주 a and 서보억 b,∗

Abstract. This paper investigates a part of the Faulhaber formula studied in the

〈Algebra〉 curriculum. Specifically, it examines the formula for
n∑
k=1

kα (α = 1, 2, 3).

Based on textbook analysis, this study attempts to derive a general method of
inductive justification for the formula when α = 1, 2, 3), and further extends it
to the cases where α = 4, 5. First, through an analysis of previous research, two
consistent methods of inductive justification were identified. One is the ‘geometric
rotational symmetry’ method, and the other uses ratios. Second, using these two

methods, the formula for
n∑
k=1

kα was inductively derived for α = 4, 5.

1. 서론

Faulhaber의 공식([14], [16])이라고 불리는
n∑
k=1

kα = 1
α+1

α∑
r=0

α+1CrBrn
α+1−r (단,

Br은 베르누이 수)은 우리나라 학교 수학에서 부분적으로 다루고 있는 내용이다. [3]의

고등학교 선택 중심 교육과정에서 일반 선택 과목 중에 〈대수〉가 있는데, 〈대수〉 과목의
내용 요소 중 ‘수열의 합’에서

n∑
k=1

kα을 다루고 있다. 수열의 합은 3차 수학과 교육과정

이래로 중요한 내용 요소로 자리매김하고 있다([10]).

수열의 합은 중단원 내용 요소인데, 이 중단원에 해당하는 성취기준으로 ‘여러 가지

수열의 첫째항부터 제n항까지의 합을 구하는 방법을 설명할 수 있다.’가 있다. 이 성취

기준에 대한 해설을 보면, ‘여러 가지 수열의 합에서는 자연수의 거듭제곱의 합
n∑
k=1

k,
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n∑
k=1

k2,
n∑
k=1

k3과수열의합이간단한것만다룬다.’([3])라고제시한것으로볼때,
n∑
k=1

k,

n∑
k=1

k2,
n∑
k=1

k3을 중심으로 학습이 이루어진다는 사실을 짐작할 수 있다.

이성취기준이구현된 2015개정수학과교육과정의교과서의내용을보면,수학적인

의문이 생기게 된다. 이러한 의문은, 2015 개정 수학과 교육과정에 제시된 내용인, ‘학

생들의 추론 능력을 함양하기 위해 관찰과 탐구 상황에서 귀납, 유추의 개연적 추론을

사용하여 학생 스스로 수학적 사실을 추측하고 적절한 근거에 기초하여 이를 정당화할

수 있게 한다([2]).’와 관련이 있다.

실제로 현행 교과서에서는 자연수의 거듭제곱의 합
n∑
k=1

k,
n∑
k=1

k2,
n∑
k=1

k3과 관련하

여 학생 스스로 추측할 수 있는 수학적 상황을 제시하기보다 추상화된 수학 개념을

형식적으로 증명함으로써 논리적 엄밀성을 강조하고 있다.

또한, 현행 2015 개정에 따른 수학 교과서의 수열 단원에서는
n∑
k=1

k의 공식은 등차

수열의 합을 이용하여 지도하며,
n∑
k=1

k2의 공식 및
n∑
k=1

k3의 공식은 항등식을 이용한

엄밀한 증명 방법을 택하고 있다. 이는 동일한 패턴을 가지는 자연수 거듭제곱의 합

공식을 지도하는 과정에서 서로 상이한 방식으로 공식을 유도하고 있어 일관성 또한

부족한 실정이다. 이처럼 동일한 패턴을 가지는 공식에 대한 서로 상이한 접근은 학습

에 대한 상호 연결의 부족과 계통성 확보의 어려움이 예상된다. 또한, α의 값을 확장한

새로운 공식을 발견하기 위한 수학적 아이디어를 생각해내기 어려울 것으로 보인다.

이에 본 연구는 자연수의 거듭제곱의 합
n∑
k=1

k,
n∑
k=1

k2,
n∑
k=1

k3 공식과 관련된 교직

수학의 문제점을 해결하기 위한 목적으로 수행되었다. 이러한 목적을 달성하기 위한

연구의 내용은 다음과 같다.

첫째,
n∑
k=1

kα (α = 1, 2, 3)에대한교과서분석을바탕으로 α의값에무관한일관성을

지닌 귀납적 정당화 방법을 탐구한다.

둘째,
n∑
k=1

kα (α = 1, 2, 3)에 대한 귀납적 정당화 방법에 대한 고찰을 바탕으로 유추

를 통한
n∑
k=1

kα (α = 4, 5)공식의 발견 방법을 탐구한다.
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2. 연구의 배경

2.1. 수학교과서 및 교재에 나타난
n∑
k=1

kα (α = 1, 2, 3)의 정당화 사례

첫째,
n∑
k=1

k의 정당화이다. 하나는 도형을 이용하는 방법이다. 예를 들면, 그림 1과

같이 1 + · · ·+ n까지의 합을 계단 모양으로 2개를 만든 다음, 이를 연결하여 이웃하는

두 변의 길이가 각각 n, n+ 1인 직사각형을 통해 설명하고 있다([4], [12]).

다른 하나는 등차수열의 합 공식을 이용하는데, Gauss가 하였던 ‘1, 2, 3, · · · , n’과

‘n, n− 1, · · · , 1’의 순차적 배열의 합을 통해 설명하고 있다. 마지막은 수학적 귀납법을

이용하는 것이다([1], [7]).

그림 1.
n∑
k=1

k의 설명 [13]

둘째,
n∑
k=1

k2의 정당화이다. 하나는 대수식 (k + 1)3 − k3 = 3k2 + 3k + 1인 관계를

이용하여 설명하고 있다([5], [9]).

그림 2.
n∑
k=1

k3의 설명 [11]
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다른 하나는 k = 1, 2, 3, · · · , n일 때
n∑
k=1

k2 ÷
n∑
k=1

k의 규칙을 통해 설명하고 있다

([15]). 또 다른 하나는 층마다 12, 22, · · · , n2개의 작은 정육면체를 쌓은 입체도형을

이용하여 설명하고 있다([8]). 마지막은 수학적 귀납법을 이용하는 것이다([1], [7]).

셋째,
n∑
k=1

k3의 정당화이다. 하나는 도형을 이용하여, 그림 2와 같이 13 + · · · + n3

까지의 합을 k모양으로 연속적으로 연결하여 큰 정사각형을 만들어
n∑
k=1

k과 연계하여

설명하고 있다([11], [12]). 다른 하나는 대수식 (k + 1)4 − k4 = 4k3 + 6k2 + 4k + 1인

관계를 이용하여 설명하고 있다([9], [13]). 마지막은 수학적 귀납법을 이용하는 것이다

([1], [6]).

2.2.
n∑
k=1

kα (α = 4, 5)의 확장 및 정당화

첫째, Ln =
n∑
k=1

k = n(n+1)
2 , Pn =

n∑
k=1

k2 = n(n+1)(2n+1)
6 을 이용하여 확장과 더불어

이를 정당화할 수 있다([9]). 구체적으로 먼저, L2
n–L2

n−1 = n3이므로 n = 2, 3, 4, · · ·을

대입하여 변끼리 더하면, L2
n = 13 + · · ·+ n3 =

n∑
k=1

k3 =
(
n(n+1)

2

)2
= Sn을 유도할 수

있다.

다음으로, L2
n + L2

n−1 =
n2(n2 + 1)

2
인데, 정리하면 (2n + 1)L2

n − (2n − 1)L2
n−1 =

5n4 + n2

2
이므로, n = 2, 3, 4, · · ·을 대입하여 변끼리 더하여 정리하면, Hn =

n∑
k=1

k4 =

1
30n(n+ 1)(2n+ 1)(3n2 + 3n–1)을 유도할 수 있다. 마지막으로 L3

n–L3
n−1 =

3n5 + n3

4

이므로, n = 2, 3, 4, · · ·를 대입하여 변끼리 더하여 정리하면, Fn =
n∑
k=1

k5 = 1
12n

2(n+

1)2(2n2 + 2n–1)을 유도할 수 있다([9]).

2.3. 연구의 방향

현재 교과서 및 교재에 제시된 방법은 두 가지 측면에서 수학 교수학적 개선의 여

지가 필요하다. 첫째,
n∑
k=1

k,
n∑
k=1

k2,
n∑
k=1

k3에 관한 정당화는 증명 과정에 충실하여, 그

과정이 복잡하게 표현되어져 있다([6]). 특히, 교과서 및 문헌 분석 결과
n∑
k=1

k,
n∑
k=1

k2,

n∑
k=1

k3의 정당화에서 일관된 방식으로 정당화를 시도한 것은 수학적 귀납법에 의한 연

역적 증명뿐이다. 그런데, 수학적 귀납법에 의한 증명은 우변의 계산에 몰두하다 보면

무엇을증명하는지조차모르는오류를범할우려가있다.또한,수학적귀납법은연역적
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엄밀성을 기반으로 하는 정당화 방법이므로, 증명 과정 자체를 직관적으로 이해하기가

어려운 부분이 있다([6]).

둘째,
n∑
k=1

k,
n∑
k=1

k2,
n∑
k=1

k3은 형식적으로 유사성을 지니고 있음에도 불구하고, 정당

화 방법에는 일관성이 없다.
n∑
k=1

k의 정당화는 등차수열의 n항까지의 합을 바로 도입

하여 쉽게 설명하고 있지만,
n∑
k=1

k2의 정당화에서는 이와 전혀 다르게 설명하고 있어서

유사한 공식의 정당화 방법에 상호 관련성이 없어 학생들에게 혼란을 불러올 수 있다

([6]).

셋째, 새로운 지식의 확장은 귀납과 같은 개연적 추론이다([15]). 그런데,
n∑
k=1

k,

n∑
k=1

k2,
n∑
k=1

k3의 정당화에 관한 일관성 있는 귀납적 정당화 방법이 없어 자연스러운

n∑
k=1

kα (α = 4, 5) 공식의 확장이 제한적이다.

이에 본 연구는
n∑
k=1

k,
n∑
k=1

k2,
n∑
k=1

k3에 관한 일관성 있는 귀납적 정당화 방법을

탐구하고, 이러한 귀납적 방법을 통해
n∑
k=1

k4,
n∑
k=1

k5의 공식을 발견하는 방법에 대해

고찰하고자 한다.

3. 연구 결과 및 결론

3.1.
n∑
k=1

k,
n∑
k=1

k2,
n∑
k=1

k3에 관한 일관성 있는 귀납적 정당화 방법

본연구에서는두가지방법으로귀납적정당화방법에대해고찰한다.첫째는 Gauss

가 어린 시절 1 + · · · + n =
n(n+ 1)

2
을 구하였던 방법을 1차원에서의 기하적 회전대

칭으로 해석하고, 이를 이용하여
n∑
k=1

k2과
n∑
k=1

k3 공식을 2차원과 3차원에서의 기하적

회전대칭으로 탐색한다. 둘째는 Polya가 [15]에서 개연추론으로 제시한 12 + · · ·+n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
을

n∑
k=1

k2과
n∑
k=1

k의 비율로 해석하고, 이를 이용하여
n∑
k=1

k과
n∑
k=1

k3

공식을 비율로 탐색한다.

(1) 귀납적 정당화[1] : 기하적 회전대칭을 이용한 귀납적 정당화

[출발점]
n∑
k=1

k : 직선의 회전대칭
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기하적회전대칭을이용한일관성있는
n∑
k=1

k,
n∑
k=1

k2,
n∑
k=1

k3의귀납적정당화방법을

탐색하기위해출발점은
n∑
k=1

k이다.
n∑
k=1

kα에서 α = 1일때이다. Gauss는 1, 2, 3, · · · , (n−

1), n의순서로배치(아래의 a )하여더한합은이를역순으로배치(아래의 b )하여더한

합과 동일하다는 것을 이용하였다.

1 + 2 + 3 + · · · + 100 · · · a

+) 100 + 99 + 98 + · · · + 1 · · · b

101 + 101 + 101 + · · · + 101

그런데, Gauss의 이 방법은 α = 1일 때, a ′의 경우 1차원인 직선 위에 수를 순

차적으로 나열한 것으로 해석할 수 있다. 이 해석으로 보면, b
′
는 역순으로 나열한

것이 아니라, a ′를 180◦ 회전대칭시킨 것이다. 따라서,
n∑
k=1

k의 공식은 [그림 3]과 같

이 1차원인 직선을 180◦ 회전대칭을 통해서 2
n∑
k=1

k = n(n + 1)을 얻었고, 이를 통해

n∑
k=1

k = n(n+1)
2 임을 유추할 수 있다.

그림 3. 회전대칭을 이용한
n∑
k=1

k의 귀납적 정당화

[
n∑
k=1

k2의 탐색] : 평면 삼각형의 회전대칭

1차원 직선에서 기하적 회전대칭을 이용하여
n∑
k=1

k를 귀납적으로 정당화할 수 있었

다. 유사한 방법으로
n∑
k=1

k2의 귀납적 정당화의 새로운 방법을 탐색하여 보자.
n∑
k=1

kα

에서 α = 2일 때이다. α = 1일 때, 1차원 직선으로 해석하였기에 α = 2일 때는 2차

원으로 해석할 수 있다. 2차원 공간에서 가장 간단한 도형은 삼각형이다. 따라서 a ′과

유사한방법으로연속한자연수를정삼각형에배치하여보자.그러면, c와같은배치를

얻을 수 있다. 이 그림에서 삼각형 내부의 수의 합은 1×1 + 2×2 + · · ·+ 5×5 =
5∑

k=1

k2
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이다. 따라서, c + d + e를 통해, 3× (12 +22 + · · ·+52) = (2×5+1)(1+2+ · · ·+5)

를 얻고, 12 + 22 + · · ·+ 52 =
5(5 + 1)(2× 5 + 1)

6
이다.

1차원 직선에서는 a ′을 180◦ 회전대칭시켜 b
′
을 얻었지만, 2차원 평면도형인 삼각

형에서는 120◦씩 각각 회전대칭하여 1차원과 유사한 상황을 유추할 수 있다. 즉, c를

일반화한 c ′으로부터 d
′
과 e ′을 얻을 수 있다. 이제 [그림 3]과 동일한 방법으로 동일

한 위치에 있는 수들을 모두 더해 보자. [그림 4]와 같이 2차원 평면 위의 삼각형의 120◦

회전대칭을 통해서 세 삼각형에 적힌 수의 합은 3
n∑
k=1

k2 = (2n + 1) × n(n+1)
2 이므로,

n∑
k=1

k2 = n(n+1)(2n+1)
6 을 발견할 수 있다.

그림 4. 회전대칭을 이용한
n∑
k=1

k2의 귀납적 정당화

[
n∑
k=1

k3의 탐색] : 공간 사면체의 회전대칭

앞에서
n∑
k=1

k은 1차원 직선에서 기하적 회전대칭을,
n∑
k=1

k2은 2차원 평면 삼각형

에서 기하적 회전대칭을 이용하여 귀납적 정당화를 할 수 있었다. 이 사실을 바탕으

로 유추를 통해
n∑
k=1

k3의 귀납적 정당화의 새로운 방법을 탐색하여 보자.
n∑
k=1

kα에서

α = 3일 때이다. α = 1 및 α = 2일 때 1차원 직선과 2차원 삼각형으로 해석하였

기에, α = 3일 때는 3차원으로 해석할 수 있다. 3차원 공간에서 가장 간단한 도형은
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사면체이다. 따라서 c와 유사한 방법으로 연속한 자연수를 정사면체에 배치하여 보

자. 그러면, f 와 같은 배치를 얻을 수 있다. 이 그림에서 정사면체 내부의 수의 합

은 1 × 1 + 2 × (1 + 2) + 3 × (1 + 2 + 3)이다. 따라서, f + g + h + i 를 통해,

4×{1× 1 + 2× (1 + 2) + 3× (1 + 2 + 3)} = (3× 3 + 1)×{(1) + (1 + 2) + (1 + 2 + 3)}

을 얻을 수 있고, 이는 곧 4×
3∑

k=1

k × k(k+1)
2 = (3 · 3 + 1)×

3∑
k=1

k(k+1)
2 이다.

따라서 이를 일반화하면 j 와 같은 배치를 얻을 수 있다. 이 그림에서 정사면체 내부

에 있는 모든 수의 합은 1× 1 + 2× 3 + 3× 6 + · · ·+n× n(n+ 1)

2
=

n∑
k=1

{
k × k(k+1)

2

}
이다.

2차원 삼각형에서는 c ′를 두 번 회전하여 d
′
과 e ′을 얻었지만, 정사면체에서는 총

세 번 회전하는 상황으로 유추할 수 있다. 즉, j 을 1, 2, · · · , n으로 단순화한 f
′
으로부

터세번회전하여 g ′, h
′
, i
′
을얻을수있다.이제 [그림 4]와동일한방법으로동일한

위치에 있는 수들을 모두 더하면, [그림 5]와 같은 상황을 얻을 수 있다.

그림 5. 회전대칭을 이용한
n∑
k=1

k3의 귀납적 정당화
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이제 이 값이 어떻게 되는지 확인해 보자. 좌변의 값은 4 ×
n∑
k=1

{
k × k(k+1)

2

}
이고,

우변의 값은 (3n+ 1)×
n∑
k=1

k(k+1)
2 이므로 이를 통해 아래 등식을 세울 수 있다.

4×
n∑
k=1

{
k × k(k+1)

2

}
= (3n+ 1)×

n∑
k=1

k(k+1)
2

이 식을 계산하면,
n∑
k=1

k3 +
n∑
k=1

k2 = 3n+1
4 ×

(
n∑
k=1

k2 +
n∑
k=1

k

)
이다. 이제 식을 정리

하여 계산하면,
n∑
k=1

k3 = 3(n−1)
4 ×

n∑
k=1

k2 + 3n+1
4 ×

n∑
k=1

k

이다. 이 식을 순차적으로 계산하면,

n∑
k=1

k3 =
3(n− 1)

4
× n(n+ 1)(2n+ 1)

6
+

3n+ 1

4
× n(n+ 1)

2
n∑
k=1

k3 =
n(n+ 1)(n− 1)(2n+ 1)

8
+

(3n+ 1)n(n+ 1)

8

n∑
k=1

k3 =
n(n+ 1)(2n2 + 2n)

8
=

{
n(n+ 1)

2

}2

이므로,
n∑
k=1

k3 =
{
n(n+1)

2

}2
이다.

결론적으로
n∑
k=1

k은 1차원 선분의 회전대칭으로 정당화할 수 있었고,
n∑
k=1

k2은 2차

원 평면인 정삼각형의 회전대칭으로 정당화할 수 있었으며,
n∑
k=1

k3은 3차원 공간에서

정사면체의 회전대칭으로 정당화할 수 있었다. 따라서,
n∑
k=1

kα (α = 4, 5)의 형태도 α

차원에서의 회전대칭으로 나타낼 수 있을 것이라 유추할 수 있다.

(2) 귀납적 정당화[2] : 비율을 이용한 귀납적 정당화

[출발점]
n∑
k=1

k2과
n∑
k=1

k의 비율에 의한
n∑
k=1

k2의 발견

두 α, β에 의한
n∑
k=1

kα와
n∑
k=1

kβ의 비율을 이용한 일관성 있는
n∑
k=1

k,
n∑
k=1

k2,
n∑
k=1

k3

의 귀납적 정당화 방법을 탐색하기 위한 출발점은 Polya의 [15]에 제시된 α = 2, β = 1

이다. 표 1과 같이
Pn
Ln
의 값을 구해보자.

여기서,
Pn
Ln
의 비율로

2n+ 1

3
을 유추할 수 있다. 즉,

Pn
Ln

=
2n+ 1

3
이므로, Pn =

Ln×
2n+ 1

3
으로 표현할 수 있다. 따라서, Ln을 통해 Pn의 값을 발견할 수 있다. Ln =
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표 1. Pn과 Ln의 비율을 이용한 유추

대상 1 2 3 4 · · · n

n∑
k=1

k2 1 5 14 30 · · · Pn
n∑
k=1

k 1 3 6 10 · · · Ln

Pn
Ln

1

1
=

3

3

5

3

14

6
=

7

3

30

10
=

9

3
· · · 2n+ 1

3

n(n+ 1)

2
이므로, Pn =

n(n+ 1)

2
× 2n+ 1

3
이다. 따라서,

n∑
k=1

k2 = n(n+1)(2n+1)
6 을 얻을

수 있다([15]).

[
n∑
k=1

k의 탐색] :
n∑
k=1

k과
n∑
k=1

k0의 비율에 의한
n∑
k=1

k의 발견

이제
n∑
k=1

k2과
n∑
k=1

k의 비율을 이용하여
n∑
k=1

k2의 값을 구한 것을 바탕으로, 이와 유

사한 방법으로
n∑
k=1

k의 귀납적 정당화의 새로운 방법을 탐색하여 보자.
n∑
k=1

k2을 구하기

위해
n∑
k=1

k2과
n∑
k=1

k의 비율을 이용하였기 때문에,
n∑
k=1

k을 구하기 위해서 필요한 것은

n∑
k=1

k과
n∑
k=1

k0의 비율로 해석할 수 있다. 표 2와 같이
Ln
Cn
의 값을 구해보자. 여기서

Cn =
n∑
k=1

k0이다.

표 2. Ln과 Cn의 비율을 이용한 유추

대상 1 2 3 4 · · · n

n∑
k=1

k 1 3 6 10 · · · Ln
n∑
k=1

k0 1 2 3 4 · · · Cn

Ln
Cn

1

1
=

2

2

3

2

3

6
=

4

2

10

4
=

5

2
· · · n+ 1

2

여기서,
Ln
Cn
의비율로

n+ 1

2
을유추할수있다.즉,

Ln
Cn

=
n+ 1

2
이고 Cn = n이므로,

Ln = n× n+ 1

2
으로 표현할 수 있다. 따라서, Ln =

n(n+ 1)

2
이다.

[
n∑
k=1

k3의 탐색] :
n∑
k=1

k3과
n∑
k=1

k의 비율에 의한
n∑
k=1

k3의 발견
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이제
n∑
k=1

k2과
n∑
k=1

k의 비율을 이용하여
n∑
k=1

k2의 값을 구한 것,
n∑
k=1

k과
n∑
k=1

k0의

비율을 이용하여
n∑
k=1

k의 값을 구한 것을 바탕으로,
n∑
k=1

k3의 귀납적 정당화의 새로운

방법을 탐색하여 보자.
n∑
k=1

k2을 구하기 위해 비교의 대상을
n∑
k=1

k으로 한 것과 같이

동일하게,
n∑
k=1

k3을 구하기 위한 비교 대상을
n∑
k=1

k으로 설정하여 표 3과 같이
Sn
Ln
의

값을 구해보자.

표 3. Sn과 Ln의 비율을 이용한 유추

대상 1 2 3 4 · · · n

n∑
k=1

k3 1 9 36 100 · · · Sn
n∑
k=1

k 1 3 6 10 · · · Ln

Sn
Ln

1

1
= 1

9

3
= 3

36

6
= 6

100

10
= 10 · · · n(n+ 1)

2

여기서,
Sn
Ln
의비율로 Ln을유추할수있다.즉,

Sn
Ln

=
n(n+ 1)

2
으로표현할수있다.

Ln =
n(n+ 1)

2
이므로, Sn =

{
n(n+ 1)

2

}2

이다.

결론적으로
n∑
k=1

k을 정당화하기 위해
n∑
k=1

k과
n∑
k=1

k0의 비율을,
n∑
k=1

k2을 정당화하기

위해
n∑
k=1

k2과
n∑
k=1

k의 비율을,
n∑
k=1

k3을 정당화하기 위해
n∑
k=1

k3과
n∑
k=1

k의 비율을 활용

하였다. 따라서,
n∑
k=1

kα (α = 4, 5)의 형태도 적절한 서로 다른 두 α, β에 의한
n∑
k=1

kα와

n∑
k=1

kβ의 비율로 귀납적 정당화가 가능할 것으로 유추할 수 있다.

3.2. 일관된 귀납적 정당화 방법을 통한
n∑
k=1

kα (α = 4, 5) 공식의 확장

(1) 기하적 회전대칭을 이용한 귀납적 정당화를 통한 확장

기하적 회전대칭을 이용해서 얻은 결론을 통해 다음과 같이 정리할 수 있다. 첫째,

[그림 3]의 1차원 기하적 회전대칭을 통해 2
n∑
k=1

k = (n+ 1)
n∑
k=1

1을 얻을 수 있다. 둘째,

[그림 4]의 2차원 기하적 회전대칭을 통해 3
n∑
k=1

[
k

(
k∑
i=1

1

)]
= (2n+ 1)

n∑
k=1

[(
k∑
i=1

1

)]
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을 얻을 수 있다. 셋째, [그림 5]의 3차원 기하적 회전대칭을 통해 4
n∑
k=1

[
k

(
k∑
i=1

i

)]
=

(3n+ 1)
n∑
k=1

[(
k∑
i=1

i

)]
을 얻을 수 있다.

위 세 가지 사례에 대한 관찰로부터 4차원과 5차원에서 다음과 같은 두 가지 추측이

가능하다.

[추측1] 5
n∑
k=1

[
k

(
k∑
i=1

i(i+1)
2

)]
= (4n+ 1)

n∑
k=1

[(
k∑
i=1

i(i+1)
2

)]
[추측2] 6

n∑
k=1

[
k

(
k∑
i=1

i(i+1)(i+2)
6

)]
= (5n+ 1)

n∑
k=1

[(
k∑
i=1

i(i+1)(i+2)
6

)]
[
n∑
k=1

k4 공식의 확장]

5
n∑
k=1

[
k

(
k∑
i=1

i(i+1)
2

)]
= (4n+ 1)

n∑
k=1

[(
k∑
i=1

i(i+1)
2

)]
이므로 이 식을 정리하면,

5
n∑
k=1

[
k × k(k+1)(k+2)

6

]
= (4n+ 1)

n∑
k=1

k(k+1)(k+2)
6

n∑
k=1

k2(k + 1)(k + 2) = 4n+1
5

n∑
k=1

k(k + 1)(k + 2)

n∑
k=1

k4 + 3
n∑
k=1

k3 + 2
n∑
k=1

k2 = 4n+1
5

n∑
k=1

k3 + 12n+3
5

n∑
k=1

k2 + 8n+2
5

n∑
k=1

k

와 같다.
n∑
k=1

k4을 제외하고 모두 우변으로 이항하면,

n∑
k=1

k4 =
(
4n−14

5

) n∑
k=1

k3 +
(
12n−7

5

) n∑
k=1

k2 +
(
8n+2

5

) n∑
k=1

k

이므로 이를 정리하면,

n∑
k=1

k4 = 6n5+15n4+10n3–n
30

을 얻을 수 있다. 이것은 Faulhaber의 공식([14], [16])과 일치하므로, 옳음을 확인할 수

있다.

[
n∑
k=1

k5 공식의 확장]

6
n∑
k=1

[
k

(
k∑
i=1

i(i+1)(i+2)
6

)]
= (5n + 1)

n∑
k=1

[(
k∑
i=1

i(i+1)(i+2)
6

)]
이므로 이 식을 정리

하면, 다음을 알 수 있다.
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6
n∑
k=1

[
k × k(k+1)(k+2)(k+3)

24

]
= (5n+ 1)

n∑
k=1

k(k+1)(k+2)(k+3)
24

n∑
k=1

k2(k + 1)(k + 2)(k + 3) = 5n+1
6

n∑
k=1

k(k + 1)(k + 2)(k + 3)

n∑
k=1

k5 + 6
n∑
k=1

k4 + 11
n∑
k=1

k3 + 6
n∑
k=1

k2

=
5n+ 1

6

n∑
k=1

k4 + (5n+ 1)
n∑
k=1

k3 + 55n+11
6

n∑
k=1

k2 + (5n+ 1)
n∑
k=1

k

이제,
n∑
k=1

k5을 제외하고 모두 우변으로 이항하면,

n∑
k=1

k5 =
(
5n−35

6

) n∑
k=1

k4 + (5n− 10)
n∑
k=1

k3 +
(
55n−25

6

) n∑
k=1

k2 + (5n+ 1)
n∑
k=1

k

이므로 이를 정리하면,
n∑
k=1

k5 = 2n6+6n5+5n4–n2

12 을 얻을 수 있다. 이것은 Faulhaber의

공식([14], [16])과 일치하므로, 옳음을 확인할 수 있다.

(2) 비율을 이용한 귀납적 정당화를 통한 확장

앞에서 사용한 방법을 이용하면 다음과 같은 사실을 추가적으로 얻을 수 있다.
n∑
k=1

k2 ÷
n∑
k=1

k0 = (n+1)(2n+1)
6 ,

n∑
k=1

k3 ÷
n∑
k=1

k = n(n+1)
2

위 관찰로부터
n∑
k=1

kα ÷
n∑
k=1

kβ에서 α − β = 2이면 그 값이 n에 대한 이차식임을

추측할 수 있다.

[추측에 대한 확인1]
n∑
k=1

k2÷
n∑
k=1

k0 = an2+bn+c, (a, b, c는상수)라고하자. n = 1일때,
1

1
= 1 = a+b+c

이고, n = 2일 때,
5

2
= 4a+ 2b+ c이며, n = 3일 때,

14

3
= 9a+ 3b+ c이므로, a, b, c에

대한 연립방정식을 풀면, a =
1

3
, b =

1

2
, c =

1

6
이다. 즉,

n∑
k=1

k2 ÷
n∑
k=1

k0 = 1
3n

2 + 1
2n+ 1

6 = 2n2+3n+1
6 = (n+1)(2n+1)

6

이다.
n∑
k=1

k0 = n이므로

n∑
k=1

k2 = (n+1)(2n+1)
6 ×

n∑
k=1

k0 = n(n+1)(2n+1)
6

임을 확인할 수 있다.
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[추측에 대한 확인2]
n∑
k=1

k3 ÷
n∑
k=1

k = an2 + bn+ c, (a, b, c는 상수)라고 하자. n = 1일 때, 1 = a+ b+ c

이고, n = 2일 때, 3 = 4a + 2b + c이며, n = 3일 때, 6 = 9a + 3b + c이므로, a, b, c에

대한 연립방정식을 풀면, a =
1

2
, b =

1

2
, c = 0이다. 즉,

n∑
k=1

k3 ÷
n∑
k=1

k = 1
2n

2 + 1
2n = n2+n

2 = n(n+1)
2

이다.
n∑
k=1

k = n(n+1)
2 이므로

n∑
k=1

k3 = n(n+1)
2 ×

n∑
k=1

k =
[
n(n+1)

2

]2
임을 확인할 수 있다.

이를 통해 자연수 α에 대하여,
n∑
k=1

kα+2와
n∑
k=1

kα의 비율이 이차식임을 추측할 수

있다. 이를 이용하여
n∑
k=1

k4,
n∑
k=1

k5으로 공식을 확장해보자.

[
n∑
k=1

k4 공식의 확장]

n∑
k=1

k4을 구하는 과정에서
n∑
k=1

kα와
n∑
k=1

kβ의 비율을 이용하기 위해 α = 4, β = 2를

대입해 보자. 그러면, 추측에 따라 다음 식을 얻을 수 있다.

n∑
k=1

k4

n∑
k=1

k2
= an2 + bn+ c, (a, b, c는 상수)

n = 1일 때, 1 = a + b + c이고, n = 2일 때,
17

5
= 4a + 2b + c이며, n = 3일 때,

7 = 9a + 3b + c이므로 a, b, c에 대한 연립방정식을 풀면, a =
3

5
, b =

3

5
, c = −1

5
이다.

따라서,

n∑
k=1

k4

n∑
k=1

k2
=

3

5
n2 +

3

5
n− 1

5
이다. 그런데,

n∑
k=1

k2 = n(n+1)(2n+1)
6 이므로,

n∑
k=1

k4 = 3n2+3n−1
5 ×

n∑
k=1

k2 = 3n2+3n−1
5 × n(n+1)(2n+1)

6

이다. 따라서
n∑
k=1

k4 = 6n5+15n4+10n3–n
30 이다. 그런데, 이 결과는 Faulhaber의 공식([14],

[16])과 일치하므로, 옳음을 확인할 수 있다.
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[
n∑
k=1

k5 공식의 확장]

n∑
k=1

k5을 구하는 과정에서
n∑
k=1

kα와
n∑
k=1

kβ의 비율을 이용하기 위해 α = 5, β = 3을

대입해 보자. 그러면, 추측에 따라 다음 식을 얻을 수 있다.

n∑
k=1

k5

n∑
k=1

k3
= an2 + bn+ c, (a, b, c는 상수)

n = 1일 때, 1 = a + b + c이고, n = 2일 때,
11

3
= 4a + 2b + c이며, n = 3일 때,

23

3
= 9a+ 3b+ c이므로 a, b, c에 대한 연립방정식을 풀면, a =

2

3
, b =

2

3
, c = −1

3
이다.

따라서,

n∑
k=1

k5

n∑
k=1

k3
=

2

3
n2 +

2

3
n − 1

3
이다. 그런데,

n∑
k=1

k3 =
(
n(n+1)

2

)2
이므로,

n∑
k=1

k5 =

2n2+2n−1
3 ×

n∑
k=1

k3 = 2n2+2n−1
3 ×

(
n(n+1)

2

)2
이다. 따라서

n∑
k=1

k5 = 2n6+6n5+5n4–n2

12 이다.

그런데, 이 결과는 Faulhaber의 공식([14], [16])과 일치하므로, 옳음을 확인할 수 있다.

3.3. 결론

고등학교 〈대수〉과목에서 Faulhaber의 공식의 일부를 다루고 있다. 구체적으로는
n∑
k=1

k,
n∑
k=1

k2,
n∑
k=1

k3의 공식이다. 본 연구에서는
n∑
k=1

kα (α = 1, 2, 3)에 대한 교과서 분

석을 바탕으로 α의 값의 변화와 무관한 일관성을 지닌 귀납적 정당화 방법을 탐구하고,

이를 바탕으로 고등학교 수준에서
n∑
k=1

kα (α = 4, 5) 공식을 유추를 통해 탐색하였다.

첫째, 선행연구 분석을 통해 일관성을 가진 귀납적 정당화 방법으로 두 가지를 추출

하였는데, 하나는 기하적 회전대칭이고, 다른 하나는
n∑
k=1

kα와
n∑
k=1

kβ의 비율이다.

둘째, 기하적 회전대칭을 이용해서 1, 2, 3차원에서 아래 식을 도출하였다.

2
n∑
k=1

k = (n+ 1)
n∑
k=1

1

3
n∑
k=1

[
k

(
k∑
i=1

1

)]
= (2n+ 1)

n∑
k=1

[(
k∑
i=1

1

)]
4

n∑
k=1

[
k

(
k∑
i=1

i

)]
= (3n+ 1)

n∑
k=1

[(
k∑
i=1

i

)]
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위의 식에 대한 관찰로부터 4차원과 5차원에서 다음과 같은 두 가지 추측을 도출하였

는데,

5
n∑
k=1

[
k

(
k∑
i=1

i(i+1)
2

)]
= (4n+ 1)

n∑
k=1

[(
k∑
i=1

i(i+1)
2

)]
6

n∑
k=1

[
k

(
k∑
i=1

i(i+1)(i+2)
6

)]
= (5n+ 1)

n∑
k=1

[(
k∑
i=1

i(i+1)(i+2)
6

)]
이 식으로부터

n∑
k=1

k4 = 6n5+15n4+10n3–n
30 ,

n∑
k=1

k5 = 2n6+6n5+5n4–n2

12 을 유도할 수

있었다.

셋째,

n∑
k=1

kα

n∑
k=1

kβ
에서 α − β = 2이면

n∑
k=1

kα

n∑
k=1

kβ
= an2 + bn+ c, (a, b, c는 상수)임을 추측

하였다. 구체적으로,
n∑
k=1

k4,
n∑
k=1

k5을 유도하기 위해

n∑
k=1

k4

n∑
k=1

k2
= an2 + bn+ c,

n∑
k=1

k5

n∑
k=1

k3
=

an2 + bn + c, (a, b, c는 상수)을 활용하였다. 그 결과, 회전대칭을 이용한 것과 동일한
n∑
k=1

k4 = 6n5+15n4+10n3–n
30 ,

n∑
k=1

k5 = 2n6+6n5+5n4–n2

12 을 유도할 수 있었다.

마지막으로, 본 연구의 결과를 통해 첫째, 고등학교 수열 단원의 연속된 자연수의

거듭제곱의 합에 대한 학교수학 수준에서의 일관성을 지닌 체계적 정리가 이루어질

것으로 기대되고, 둘째, 수학과제탐구 과목의 탐구주제로써 ‘
n∑
k=1

kα의 공식’을 다룰 수

있는 기초가 마련될 것으로 기대되고, 셋째, 귀납적 유추 전략의 적용을 통해 다양한

수학적 확장 가능성을 확인하였으며, 넷째, 교직수학에서는 계산의 복잡성으로 인해

불필요해 보이지만,
n∑
k=1

kα의 공식을 α ≥ 6에서도 동일한 방식으로 확장할 수 있을

것으로 기대된다.
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