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유추적 사고를 활용한 일반화된 펠 수열의 항등식 유도

A STUDY ON DERIVATION OF IDENTITIES FOR THE

GENERALIZED PELL SEQUENCE BY ANALOGICAL

REASONING

허남구 a

Abstract. Analogical reasoning has been utilized in the extension of mathemat-
ical thinking and problem solving. In this study, by using conceptual analogy, we
conjectured identities in the generalized Pell sequence corresponding to those in
Heo([9])’s generalized Fibonacci sequence, and by using methodological analogy, we
proved that the conjectured identities hold. Furthermore, we conjectured identities
in certain forms of second-order linear recurrence sequences and proved their va-
lidity. This study expands identities from generalized Fibonacci sequences to those
of certain second-order linear recurrence sequences by employing conceptual and
methodological analogy.

1. 서론

유추적 사고는 유사한 두 대상에 대하여 한 대상이 가지고 있는 특성을 다른 대상

도 가지고 있을 것이라는 추론으로 수학적 개념의 발달 과정이나 수학 문제 해결에

활용되어 왔다([16, 22]). Lee([16])는 수학적 개념의 발달 과정에서 집합론의 기수의

상등, 유한집합의 대등과 무한집합의 대등 사이의 관계를 바탕으로 유추적 사고를 적

용하여 무한집합의 산술 체계를 완성할 수 있었으며, 다항방정식의 근과 계수와의 관

계와 sine방정식의 테일러급수 사이의 관계에 유추적 사고를 적용하여 무한급수의 합
∞∑
n=1

1
n2 = π2

6 을 구하였고, 유추적 사고를 적용하여 음수와 복소수의 연산이 체계화되었

다고 하였다. Lyou, Shin과 Han([19])은 norm 형식의 개념을 바탕으로 이차방정식의
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근의 공식에 유추적 사고를 적용하여 삼차방정식의 근의 공식을 유도하였으며, 삼차

방정식의 근의 공식에 유추적 사고를 적용하여 사차방정식의 근의 공식을 유도하였다.

Erdniev와 Han([5])은유추적사고를활용의측면에서두가지로구분하였는데,수학적

개념을 구성하는 유추를 개념 유추라고 하였으며, 수학 문제 해결에 활용하는 유추를

방법 유추라고 정의하였다. 개념 유추는 유사한 두 대상 A, B에 대하여 A와 B가 성

질 x1, x2, · · · , xn을 모두 만족하고, A가 성질 y를 만족하면 B도 y를 만족할 것이라고

사고하는 것이다. 반면 방법 유추는 유사한 두 문제 A, B에 대하여 A가 방법 x를 이용

하여 해결되었을 때, B도 방법 x를 이용하면 해결할 수 있을 것이라 사고하는 것이다.

즉, Lee([16])가 제시한 무한집합의 산술 체계 및 음수와 복소수의 연산의 사례는 개념

유추이며, Lyou, Shin과 Han([19])이 제시한 삼차방정식과 사차방정식의 근의 공식을

유도하는 사례는 방법 유추라 볼 수 있다.

유추적 사고는 두 개념 또는 문제 사이의 유사성이 필수적으로 요구된다. 피보나치

(Fibonacci) 수열 {Fn}은 초깃값이 F0 = 0, F1 = 1이고 점화식이 Fn = Fn−1 + Fn−2

(n ≥ 2)이고, 펠(Pell) 수열 {Pn}은 초깃값이 P0 = 0, P1 = 1이고 점화식이 Pn =

2Pn−1 + Pn−2 (n ≥ 2)인 수열이므로, 펠 수열은 2차 선형 재귀 관계라는 점에서 피보

나치 수열과 유사하다. 마찬가지로 일반화된 피보나치 수열 {GFn}을 초깃값이 GF0 =

a,GF1 = b이고 점화식이 GFn = GFn−1 + GFn−2 (n ≥ 2)([9, 10, 27]), 일반화된 펠

수열 {GPn}을 초깃값이 GP0 = a,GP1 = b이고 점화식이 GPn = 2GPn−1 + GPn−2

(n ≥ 2)([4])라고정의하면,일반화된펠수열은일반화된피보나치수열과유사하다.따

라서일반화된펠수열의새로운성질은일반화된피보나치수열의성질에개념유추를

적용하여 찾을 수 있다.

유추에서 유사한 두 대상은 바탕 영역과 목표 영역으로 구분하는 데, 이미 알고 있는

수학적 개념 또는 문제를 바탕 영역이라 하고, 바탕 영역의 개념이나 문제 해결 방법을

적용하기위한대상을목표영역이라한다.이때유추에서는바탕영역의수학적대상과

대응하는목표영역의수학적대상을찾는것이중요하다.즉,바탕영역의 A와 B,목표

영역의 C에 대하여 ‘A:B=C:D’를 만족시키는 목표 영역의 D를 찾는 것이 중요하다.

목표영역의수학적대상이바탕영역의수학적대상에적절하게대응되었을때는문제

해결에 도움을 줄 수 있지만, 부적절하게 대응되었을 때는 문제가 해결되지 않을 수도

있다([8]). 따라서 일반화된 펠 수열의 성질을 찾기 위해서는 일반화된 피보나치 수열의

수학적 대상과 대응하는 일반화된 펠 수열의 적합한 대상을 찾아야 한다.

본 연구에서는 개념 유추를 활용하여 Heo([9])가 제시한 일반화된 피보나치 수열

{GFn}의 성질에 대응하는 일반화된 펠 수열 {GPn}의 성질을 추측하고, 방법 유추를

활용하여 일반화된 펠 수열의 성질을 증명하고자 하였다.
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2. 연구의 배경

2.1. 일반화된 피보나치 수열과 일반화된 펠 수열

피보나치 수열 {Fn}은 초깃값이 F0 = 0, F1 = 1이고 점화식이 Fn = Fn−1 + Fn−2

(n ≥ 2)인 2차 선형 재귀 관계를 갖는 수열이다. 또한루카스(Lucas) 수열 {Ln}은 초깃
값이 L0 = 2, L1 = 1이고점화식이 Ln = Ln−1 +Ln−2 (n ≥ 2)인 2차선형재귀관계를

갖는 수열이다. 비네 공식을 이용하여 구한 피보나치 수열과 루카스 수열의 일반항 Fn

과 Ln은 다음과 같다.

Fn =
1√
5

{(
1 +

√
5

2

)n
−

(
1 −

√
5

2

)n}

Ln =

(
1 +

√
5

2

)n
+

(
1 −

√
5

2

)n

피보나치 수열을 일반화한 수열에 대한 연구가 다수 이루어졌다([9, 10, 11, 12, 13,

20, 27]). 일반화된 피보나치 수열은 연구자의 관점에 따라 여러 방법으로 정의될 수

있다. 첫째, Horadam([10]), Yang과 Kim([27]), Heo([9])는 일반화된 피보나치 수열

{GFn}을 초깃값이 GF0 = a,GF1 = b이고 점화식이 GFn = GFn−1 +GFn−2 (n ≥ 2)

인수열로정의하였다.둘째, Horadam([11]), Kalman과Mena([12])는일반화된피보나

치수열 {GFn}을초깃값이GF0 = a,GF1 = b이고점화식이GFn = pGFn−1+qGFn−2

(n ≥ 2)인 수열로 정의하였다. 셋째, Miles([20])는 일반화된 피보나치 수열 {GFn}
을 초깃값이 GF0 = GF1 = · · · = GFk−2 = 0, GFk−1 = 1이고 점화식이 GFn =

GFn−1 +GFn−2 + · · ·+GFn−k (n ≥ k)인 수열로 정의하였다. 넷째, Kim과 Park([13])

은일반화된피보나치수열 {GFn}을초깃값이 GF0 = 0, GFn = 2n−1 (1 ≤ n < k)이고

점화식이 GFn = GFn−1+GFn−2+· · ·+GFn−k (n ≥ k)인수열로정의하였다.본연구

에서는 Horadam([10]), Yang과 Kim([27]), Heo([9])의 정의와 같이 일반화된 피보나치

수열 {GFn}을 초깃값이 GF0 = a,GF1 = b이고 점화식이 GFn = GFn−1 + GFn−2

(n ≥ 2)인수열로정의하였다.이때,초깃값이 GF0 = 0, GF1 = 1이고점화식이 GFn =

GFn−1 + GFn−2 (n ≥ 2)인 수열은 피보나치 수열이고, 초깃값이 GF0 = 2, GF1 = 1

이고 점화식이 GFn = GFn−1 +GFn−2 (n ≥ 2)인 수열은 루카스 수열이다.

피보나치수열 {Fn}의일반항을구하는방법과유사하게비네공식을이용하여구한
일반화된 피보나치 수열의 일반항 GFn은 다음과 같다.

GFn = C1

(
1 +

√
5

2

)n
+ C2

(
1 −

√
5

2

)n
(단, C1, C2는 상수)
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펠수열 {Pn}은초깃값이 P0 = 0, P1 = 1이고점화식이 Pn = 2Pn−1+Pn−2 (n ≥ 2)

인 2차 선형 재귀 관계를 갖는 수열이다. 펠 수열은 2차선형 재귀 관계라는 점에서 피

보나치 수열과 유사하다. 비네 공식을 이용하여 구한 펠 수열의 일반항 {Pn}은 다음과
같다.

Pn =
1

2
√

2
{(1 +

√
2)n − (1 −

√
2)n}

피보나치 수열의 사례와 유사하게 펠 수열을 일반화한 수열에 대한 연구도 다수

이루어졌다([2, 4, 24, 25]). 일반화된 펠 수열은 연구자의 관점에 따라 여러 방법으로

정의될 수 있다. 첫째, Catarino([2])는 일반화된 펠 수열 {GPk,n}을 초깃값이 GPk,0 =

0, GPk,1 = 1이고 점화식이 GPk,n = 2GPk,n−1 + kGPk,n−2 (n ≥ 2)인 수열로 정의하

였다. 둘째, Trojnar-Spelina와 W loch([24])는 일반화된 펠 수열 {GPk,n}을 초깃값이
GPk,0 = 0, GPk,1 = 1이고 점화식이 GPk,n = kGPk,n−1 + (k − 1)GPk,n−2 (n ≥ 2)

인 수열로 정의하였다. 셋째, Yağmur([25])는 일반화된 펠 수열 {GPn}을 0이 아닌 두

실수 a, b에 대하여 초깃값이 GP0 = 0, GP1 = 1이고 점화식이 GPn = 2aGPn−1 + (b−
a2)Pn−2 (n ≥ 2)인 수열로 정의하였다. 넷째, Dışkaya와 Menken([4])은 일반화된 펠

수열 {GPn}을 초깃값이 GP0 = a,GP1 = b이고 점화식이 GPn = 2GPn−1 + GPn−2

(n ≥ 2)인 수열로 정의하였다. 본 연구에서는 Dışkaya와 Menken([4])의 정의와 같

이 일반화된 펠 수열 {GPn}을 초깃값이 GP0 = a,GP1 = b이고 점화식이 GPn =

2GPn−1 + GPn−2 (n ≥ 2)인 수열로 정의하였다. 이때, 초깃값이 GP0 = 0, GP1 = 1

이고 점화식이 GPn = 2GPn−1 +GPn−2 (n ≥ 2)인 수열은 펠 수열이다.

일반화된 피보나치 수열 {GFn}의 일반항을 구하는 방법과 유사하게 비네 공식을
이용하여 구한 일반화된 펠 수열의 일반항 GPn은 다음과 같다.

GPn = C1(1 +
√

2)n + C2(1 −
√

2)n (단, C1, C2는 상수)

Heo([9])는피보나치수열 {Fn}과루카스수열 {Ln}을일반화한일반화된피보나치
수열 {GFn}에서의 새로운 항등식 3개를 다음과 같이 제시하였으며, 이와 관련된 따름

정리 12개를 제시하였다.

GFn+m + (−1)mGFn−m = GFnLm

Fm+1GFn+m − FmGFn+m+1 = (−1)mGFn

(−1)m+1GFn + Fm+1(GFn+m +GFn+m+2) = GFn+2m+2

2.2. 수학교육에서의 유추적 사고

수학교육에서 유추적 사고는 개념의 확장과 문제 해결에 활용되고 있다([16, 22]).

Polya([23])는 수학 문제를 해결하기 위한 전략으로 유추를 제시하고 있으며, 유추적

사고를 위한 발문으로 ‘친숙한 문제 중 미지인 것이 같거나 유사한 문제를 생각해보자.’
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등을 제시하고 있다. 2022 개정 수학과 교육과정([21], p. 69)은 추론 역량을 함양하기

위한 교수학습방법으로 ‘귀납, 유추 등의 개연적 추론을 통해 수학적 추측을 제기하고

일반화하며 증명하면서, 수학적 증거와 논리적 근거를 바탕으로 비판적으로 사고하는

태도를 갖게 한다.’를 제시하고 있다. 이처럼 유추적 사고는 2022 개정 수학과 교육과

정에서 강조하는 문제 해결 역량과 추론 역량의 함양에 도움을 줄 수 있다.

Erdniev와 Han([5])은 바탕 문제에서 성립하는 성질과 유사한 목표 문제의 수학적

개념을 구성하는 유추를 개념 유추라고 하였으며, 바탕 문제의 문제 해결 방법과 유사

한 방법으로 목표 문제를 해결하는 유추를 방법 유추라고 정의하였다. 즉, 개념 유추는

2022 개정 수학과 교육과정([21])의 추론 역량에서 제시하는 수학적 추측을 제기하고

일반화하는것과관련되어있으며,방법유추는 Polya([23])가제시한문제해결을위한

발견술과 관련되어 있다.

개념 유추와 관련된 연구는 추측과 일반화를 통한 수학적 지식의 확장과 관련되어

있다. Han([7])은삼각형의코사인정리를일반화화여 n각형에서의코사인정리로확장

하였으며, Lyou, Han와 Shin([18])은 개념 유추를 적용하여 삼각형의 높이와 방접원에

대해 연구하였다. 또한 Yang과 Lee([26])는 수학영재학생이 유추를 통해 이차곡선의

성질로부터 이차곡면에서의 성질을 탐구하도록 하였으며, Kim과 Park([14])은 수학

영재학생이 유추를 통해 학교수학에서 제수가 1차인 다항식에서만 한정하여 다루는

조립제법을 일반화하여 제수가 n차인 다항식에서의 조립제법을 탐구하도록 하였다.

이처럼 개념 유추는 학교수학에서의 지식을 확장하는 것과 더불어 영재학생이 유추를

통해 수학적 지식을 탐구하고 일반화하는 과정을 경험할 수 있는 기회를 제공하는 데

활용되고 있다.

방법 유추와 관련된 연구는 학생의 문제 해결력 신장과 관련된다. Lee와 Kim([15])

은 학생에게 인수분해를 지도함에 있어 유추는 인수분해 문제를 해결하는 데 도움을

준다고 하였으며, Ban과 Shin([1])은 시각적 표상을 통한 유추가 수학적 문제 해결에

유의미하다고하였다. Heo([8])는주어진이심률에대한이차곡선을작도하는문제에서

바탕 문제와 목표 문제 사이의 적절한 대응 관계는 목표 문제의 해결에 도움을 준다고

하였다. 이처럼 방법 유추는 문제 해결력 신장에 도움을 준다.

유추적 사고가 나타나기 위해서는 바탕 영역과 목표 영역 사이의 유사성이 중요

하다. Gentner와 Markman([6])은 바탕 영역과 목표 영역이 외형적으로 유사한지와

구조적으로 유사한지에 따라 완전 유사성(literal similarity), 구조 유사성(structural

similarity), 표면 유사성(surface similarity), 변칙 유사성(anomaly similarity)으로 구

분하였다. Gentner와 Markman([6])이 분류한 유사성의 유형은 그림 1과 같다.
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그림 1. Gentner와 Markman([6])이 제시한 유사성의 유형

그림 2. Chen([3])이 제시한 절차 유사성

유추적 사고가 수학적 지식의 확장 및 문제 해결력 신장에 도움을 줄 수 있지만

항상 성공적인 문제 해결을 보장하지는 않는다. Chen([3])은 유추적 사고를 사용하기

위해 바탕 문제와 목표 문제를 적절하게 대응하였더라도 바탕 문제의 문제 해결 방법

및 전략에 대응되는 목표 문제에서의 방법 및 전략을 찾지 못할 경우에는 목표 문제를
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해결할 수 없다고 하였으며, 문제 해결 방법 및 전략 사이의 유사성으로 그림 2와 같이

절차 유사성을 제안하였다.

또한 Heo([8])는 바탕 문제와 목표 문제 사이의 잘못된 대응 관계가 문제 해결에

어려움을 야기할 수 있다고 하였으며, 바탕 문제의 여러 수학적 대상 사이의 관계를

고려하여 목표 문제의 수학적 대상과 대응시켜야 한다고 강조하였다. 이처럼 바탕 문

제와 목표 문제 사이의 적절한 대응 관계는 수학적 지식의 확장 및 문제 해결력 신장에

도움을줄수있지만,학생이유추적방법을적용하는과정에서어려움을느끼거나바탕

문제와 목표 문제 사이의 대응이 잘못되었을 때에는 오히려 문제로 작용할수 있다고

강조하면서 그림 3과 같이 잠재적 유사성을 제안하였다.

그림 3. Heo([8])가 제시한 잠재적 유사성

3. 연구 결과 및 결론

본 연구에서는 개념 유추를 이용하여 일반화된 피보나치 수열에 대한 항등식 3개에

대응하는 일반화된 펠 수열에 대한 3개의 항등식을 추측하고, 방법 유추를 이용하여 일

반화된펠수열에대한항등식을증명하고자한다.이때 Heo([8])에따르면바탕문제와

목표 문제 사이의 잘못된 대응 관계는 방법 유추를 통하여 목표 문제를 해결하는 데
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어려움을 야기할 수 있다. 따라서 본 연구에서는 개념 유추를 통해 추측한 일반화된 펠

수열에서의 항등식이 진위를살펴보고자 하였다. 이때, 추측한 항등식이 반례가존재하

여거짓인경우에는바탕문제에대응하는목표문제의문제해결방법이나전략,절차에

의해야기된문제가아니라명제자체가잘못된것이다.따라서이경우는 Heo([8])가제

시한잠재적유사성을기반으로바탕문제와대응문제사이의대응관계를재구성하여

새로운 항등식을 추측하고 증명하는 과정을 반복하고자 한다.

3.1. GFn+m + (−1)mGFn−m = GFnLm에 대응하는 항등식의 탐구

유추적 사고는 바탕 문제와 목표 문제 사이의 대응 관계가 중요하다. 일반화된 펠

수열에서의 항등식을 유도하기 위해서는 일반화된 피보나치 수열과 일반화된 펠 수

열 사이의 대응 관계를 살펴볼 필요가 있다. 일반화된 피보나치 수열에서의 항등식

GFn+m + (−1)mGFn−m = GFnLm은 일반화된 피보나치 수열 {GFn}과 루카스 수열
{Ln} 사이의 관계를 나타내고 있다([9]). 따라서 일반화된 피보나치 수열에 대응하는

일반화된 펠 수열 {GPn}, 루카스 수열에 대응하는 수열을 생각할 필요가 있다.

피보나치수열과루카스수열의관계에맞추어펠수열에서의루카스수열에대응하

는 수열을 고려할 수 있다. 첫째, 피보나치 수열, 루카스 수열, 펠 수열은 모두 초깃값과

점화관계로 정의된다는 것을 이용할 수 있다. 펠 수열에서 루카스 수열에 대응하는

수열은 초깃값이 루카스 수열의 초깃값과 동일할 것이라는 가정 아래, 펠 수열에서 루

카스 수열에 대응하는 수열 {Qn}을 생각할 수 있다. 그러면 수열 {Qn}은 초깃값이
Q0 = 2, Q1 = 1이고 점화식이 Qn = 2Qn−1 + Qn−2 (n ≥ 2)인 2차 선형 재귀 관계를

갖는수열이다.초깃값의유사성을기반으로한대응관계를표로나타내면표 1과같다.

표 1. 초깃값의 유사성을 기반으로 한 대응 관계

바탕 영역 목표 영역

첫 번째 수열 피보나치 수열 {Fn}
F0 = 0, F1 = 1

펠 수열 {Pn}
P0 = 0, P1 = 1

두 번째 수열 루카스 수열 {Ln}
L0 = 2, L1 = 1

대응하는 수열 {Qn}
Q0 = 2, Q1 = 1

세 번째 수열 일반화된 피보나치 수열 {GFn}
GF0 = a,GF1 = b

일반화된 펠 수열 {GPn}
GP0 = a,GP1 = b

점화식 an = an−1 + an−2 (n ≥ 2) bn = 2bn−1 + bn−2 (n ≥ 2)

일반화된피보나치수열 {GFn}과루카스수열 {Ln}에서의항등식 GFn+m+(−1)m

GFn−m = GFnLm에 개념 유추를 적용하여 일반화된 펠 수열 {GPn}과 수열 {Qn}에
대응하는 항등식을 추측하면 다음과 같다.
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추측 1. GPn+m + (−1)mGPn−m = GPnQm

추측 1에서 {GPn}에 {Pn}, m과 n의 값에 각각 2와 3을 대입하면 P5 + (−1)2P1 =

P3Q2이다. 하지만 P1 = 1, P3 = 5, P5 = 29와 Q2 = 4를 대입하면 등식의 좌변의 값은

30이고, 우변의 값은 20이 된다. 즉, 추측 1은 성립하지 않는다. 이는 피보나치 수열과

루카스 수열의 관계에 맞추어 펠 수열에서의 루카스 수열에 대응하는 수열 {Qn}이 잘
못된 것임을 의미한다. 따라서 Heo([8])가 제안한 바와 같이, 피보나치 수열과 루카스

수열의 관계에 맞추어 펠 수열에서의 루카스 수열에 대응하는 수열을 재설정해야 할

필요가 있다.

둘째, 피보나치 수열, 루카스 수열, 펠 수열은 모두 비네 공식으로 나타낼 수 있다.

피보나치 수열과 펠 수열에 대한 비네 공식은 다음과 같다.

Fn =
1√
5

{(
1 +

√
5

2

)n
−

(
1 −

√
5

2

)n}

Pn =
1

2
√

2
{(1 +

√
2)n − (1 −

√
2)n}

이때, 피보나치 수열과 펠 수열의 일반항에서
√

5와 2
√

2는 각각 1+
√
5

2 − 1−
√
5

2 와

(1 +
√

2) − (1 −
√

2)를 계산한 결과와 같다. 이는 피보나치 수열과 펠 수열의 일반항

에서 유사한 측면이 있음을 의미한다. 따라서 피보나치 수열과 루카스 수열의 관계에

맞추어 펠 수열에서의 루카스 수열에 대응하는 수열의 일반항은 루카스 수열의 일반항

과 유사한 수열일 가능성이 있다. 이를 위해 루카스 수열의 일반항을 살펴보면 다음과

같다.

Ln =

(
1 +

√
5

2

)n
+

(
1 −

√
5

2

)n
루카스 수열의 일반항을 이용하여 펠 수열에서의 루카스 수열에 대응하는 수열을

{PLn}이라 하면, 그 일반항은 다음과 같이 정의할 수 있다.

PLn = (1 +
√

2)n + (1 −
√

2)n

이 수열을 펠-루카스(Pell-Lucas) 수열이라고 하자. 그러면 펠-루카스 수열 {PLn}
은 초깃값이 PL0 = 2, PL1 = 2이고 점화식이 PLn = 2PLn−1 + PLn−2 (n ≥ 2)인 2

차 선형 재귀 관계를 갖는 수열이다.

ϕF = 1+
√
5

2 , ψF = 1−
√
5

2 , ϕ = 1 +
√

2, ψ = 1 −
√

2라 할 때, 일반항의 유사성을

기반으로 한 대응 관계는 표 2와 같다.

한편, 일반화된 피보나치 수열 {GFn}과 루카스 수열 {Ln}에서의 항등식 GFn+m +

(−1)mGFn−m = GFnLm에 개념 유추를 적용하여 일반화된 펠 수열 {GPn}과 수열
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표 2. 일반항의 유사성을 기반으로 한 대응 관계

바탕 영역 목표 영역

첫 번째 수열 피보나치 수열 {Fn}
Fn = 1

ϕF−ψF
(ϕnF − ψnF )

펠 수열 {Pn}
Pn = 1

ϕ−ψ (ϕn − ψn)

두 번째 수열 루카스 수열 {Ln}
Ln = ϕnF + ψnF

대응하는 수열 {PLn}
PLn = ϕn + ψn

세 번째 수열 일반화된 피보나치 수열 {GFn}
GFn = C1ϕ

n
F + C2ψ

n
F

일반화된 펠 수열 {GPn}
GPn = C1ϕ

n + C2ψ
n

점화식 an = an−1 + an−2 (n ≥ 2) bn = 2bn−1 + bn−2 (n ≥ 2)

{PLn}에 대응하는 항등식을 추측하면 다음과 같으며, 이 추측이 참인 명제임을 다음

과 같이 증명할 수 있다.

정리 2. GPn+m + (−1)mGPn−m = GPnPLm

위의 정리 2는 일반화된 펠 수열과 펠-루카스 수열의 일반항을 이용하여 증명할 수

있다. 일반화된 펠 수열 {GPn}과 펠-루카스 수열 {PLn}의 일반항은 각각 GPn =

C1ϕ
n + C2ψ

n (단, C1, C2는 상수), PLn = ϕn + ψn이므로

GPn+m −GPnPLm =
(
C1ϕ

n+m + C2ψ
n+m

)
− (C1ϕ

n + C2ψ
n) (ϕm + ψm)

= − (C1ϕ
nψm + C2ϕ

mψn) = −ϕmψm
(
C1ϕ

n−m + C2ψ
n−m)

= −(−1)m
(
C1ϕ

n−m + C2ψ
n−m) = −(−1)mGPn−m

이다. 따라서

GPn+m + (−1)mGPn−m = GPnPLm

이다.

정리 2의 식에서 m의 값을 n으로 정하고, 일반화된 펠 수열 {GPn}을 각각 펠 수열
{Pn}과 펠-루카스 수열 {PLn}이라 하면 다음의 두 따름 정리를 얻을 수 있다.

따름 정리 3. P2n = PnPLn

따름 정리 4. PL2n = PL2
n + 2(−1)n+1

일반화된 펠 수열 {GPn}의 부분수열 {GPnk
} = {GPn+km}을 이용하면 따름 정리

5와 6을 얻을 수 있으며, 따름 정리 5를 이용하면 따름 정리 7을 얻을 수 있다.

따름 정리 5. 홀수 m에 대하여
k∑
t=0

GPn+tm =
GPn+(k+1)m+GPn+km−GPn−m−GPn

PLm
이다.
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따름 정리 5는 정리 2를 이용하여 만든 k + 1개의 등식을 더하여 증명할 수 있다.

정리 2에 의해 다음 k + 1개의 등식이 성립한다.

GPn+m −GPn−m = GPnPLm

GPn+2m −GPn = GPn+mPLm

GPn+3m −GPn+m = GPn+2mPLm

· · · · · ·

GPn+(k+1)m −GPn+(k−1)m = GPn+kmPLm

이때, k + 1개의 등식의 양변을 모두 더하면

GPn+(k+1)m +GPn+km −GPn−m −GPn = PLm

k∑
t=0

GPn+tm

이다. 따라서

k∑
t=0

GPn+tm =
GPn+(k+1)m +GPn+km −GPn−m −GPn

PLm

이다.

따름 정리 6. 짝수 m에 대하여
k∑
t=0

GPn+tm =
GPn+(k+1)m−GPn+km−GPn+GPn−m

PLm−2 이다.

따름 정리 6도 따름 정리 5와 마찬가지로 정리 2를 이용하여 만든 k+ 1개의 등식을

더하여 증명할 수 있다. 정리 2에 의해 다음 k + 1개의 등식이 성립한다.

GPn+m +GPn−m = GPnPLm

GPn+2m +GPn = GPn+mPLm

GPn+3m +GPn+m = GPn+2mPLm

· · · · · ·

GPn+(k+1)m +GPn+(k−1)m = GPn+kmPLm

이때, k + 1개의 등식의 양변을 모두 더하면

k∑
t=0

GPn+tm−GPn+GPn+(k+1)m+

k∑
t=0

GPn+tm−GPn+km+GPn−m = PLm

k∑
t=0

GPn+tm

이다. 따라서

k∑
t=0

GPn+tm =
GPn+(k+1)m −GPn+km −GPn +GPn−m

PLm − 2

이다.
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따름 정리 7.
n∑
t=0

GPt = GPn+GPn+1−GP1+GP0

2

따름 정리 7은 따름 정리 5의 식에 n = 0,m = 1을 대입하여 얻을 수 있다. 따름

정리 5의 식에 n = 0,m = 1을 대입하면

k∑
t=0

GPt =
GPk +GPk+1 −GP−1 −GP0

PL1

이다.

PL1 = 2이고, 일반화된 펠 수열의 항을 음의 정수 범위까지 확장하면 점화식으로

부터 GP−1 + 2GP0 = GP1이므로 GP0 +GP−1 = GP1 −GP0가 되어

n∑
t=0

GPt =
GPn +GPn+1 −GP1 +GP0

2

이다.

따름 정리 8과 따름 정리 9은 일반화된 펠 수열 {GPn}이 각각 펠 수열 {Pn}과
펠-루카스 수열 {PLn}인 경우일 때를 나타낸 것이다.

따름 정리 8.
n∑
t=0

Pt = Pn+Pn+1−1
2

따름 정리 9.
n∑
t=0

PLt = PLn+PLn+1

2

일반화된 피보나치 수열에서의 항등식 GFn+m + (−1)mGFn−m = GFnLm과 그

따름 정리에 대응되는 일반화된 펠 수열에서의 항등식을 정리하면 표 3과 같다.

표 3과 같이 일반화된 피보나치 수열에서의 항등식 GFn+m + (−1)mGFn−m =

GFnLm과 그에 대응하는 일반화된 펠 수열에서의 항등식 GPn+m + (−1)mGPn−m =

GPnPLm에 대하여 따름 정리 3 − 따름 정리 6는 표면적으로나 구조적으로 유사하다.

하지만 따름 정리 7 − 따름 정리 9은 표면적으로 차이가 있다.

3.2. Fm+1GFn+m − FmGFn+m+1 = (−1)mGFn에 대응하는 항등식의 탐구

일반화된 피보나치 수열에서의 항등식 Fm+1GFn+m − FmGFn+m+1 = (−1)mGFn

은피보나치수열 {Fn}과일반화된피보나치수열 {GFn}사이의관계를나타내고있다
([9]). 일반화된 피보나치 수열 {GFn}과 피보나치 수열 {Fn}의 항등식 Fm+1GFn+m−
FmGFn+m+1 = (−1)mGFn에 개념 유추를 적용하여 일반화된 펠 수열 {GPn}과 펠
수열 {Pn}에 대응하는 항등식을 추측하면 다음과 같으며, 이 추측이 참인 명제임을

다음과 같이 증명할 수 있다.

정리 10. Pm+1GPn+m − PmGPn+m+1 = (−1)mGPn
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표 3. 일반화된 펠 수열 {GPn}에서의 정리 2에 관한 대응 관계

항등식 GFn+m + (−1)mGFn−m =
GFnLm

GPn+m + (−1)mGPn−m =
GPnPLm

따름 정리 3 F2n = FnLn P2n = PnPLn

따름 정리 4 L2n = Ln
2 + 2(−1)n+1 PL2n = PL2

n + 2(−1)n+1

따름 정리 5 홀수 m에 대하여
k∑
t=0

GFn+tm =

GFn+(k+1)m+GFn+km−GFn−m−GFn

Lm

홀수 m에 대하여
k∑
t=0

GPn+tm =

GPn+(k+1)m+GPn+km−GPn−m−GPn

PLm

따름 정리 6 짝수 m에 대하여
k∑
t=0

GFn+tm =

GFn+(k+1)m−GFn+km−GFn+GFn−m

Lm−2

짝수 m에 대하여
k∑
t=0

GPn+tm =

GPn+(k+1)m−GPn+km−GPn+GPn−m

PLm−2

따름 정리 7
n∑
t=0

GFt = GFn+2–GF1

n∑
t=0

GPt = GPn+GPn+1−GP1+GP0

2

따름 정리 8
n∑
t=0

Ft = Fn+2 − 1
n∑
t=0

Pt = Pn+Pn+1−1
2

따름 정리 9
n∑
t=0

Lt = Ln+2 − 1
n∑
t=0

PLt = PLn+PLn+1

2

위의 정리 10은 펠 수열과 일반화된 펠 수열의 점화식을 이용하여 증명할 수 있다.

이를위해함수 f(n,m)을 f(n,m) = Pm+1GPn+m−PmGPn+m+1이라하자.펠수열과

일반화된 펠 수열의 점화식을 이용하면

f(n,m) + f(n,m+ 1) = (Pm+1GPn+m − PmGPn+m+1) + (Pm+2GPn+m+1

− Pm+1GPn+m+2)

= (Pm+1GPn+m − PmGPn+m+1) + (PmGPn+m+1

+ 2Pm+1GPn+m+1 − Pm+1GPn+m+2)

= Pm+1GPn+m + 2Pm+1GPn+m+1 − Pm+1GPn+m+2 = 0

이다. 따라서 f(n,m + 1) = −f(n,m) 임을 알 수 있다. 이때, f(n, 0) = GPn이므로

f(n,m) = (−1)mGPn이다. 즉, Pm+1GPn+m − PmGPn+m+1 = (−1)mGPn이다.

정리 10의 식에서 일반화된 펠 수열 {GPn}을 펠 수열 {Pn}이라 놓고, m의 값과 n

의 값을 각각 n − 1과 1이라 놓으면 따름 정리 11의 펠 수열에 대한 Cassini 항등식을

얻을 수 있으며, n의 값을 n−m이라 놓으면 따름 정리 12의 펠 수열에 대한 d‘Ocagne

항등식을 얻을 수 있다. 또한 일반화된 펠 수열 {GPn}을 펠-루카스 수열 {PLn}이라
하고, n의 값을 n−m이라 놓으면 따름 정리 13을 얻을 수 있다.

따름 정리 11 (Cassini’s identity). Pn
2 − Pn+1Pn−1 = (−1)n−1
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따름 정리 12 (d‘Ocagne’s identity). Pm+1Pn − PmPn+1 = (−1)mPn−m

따름 정리 13. Pm+1PLn − PmPLn+1 = (−1)mPLn−m

일반화된 피보나치 수열에서의 항등식 Fm+1GFn+m − FmGFn+m+1 = (−1)mGFn

과 그 따름 정리에 대응되는 일반화된 펠 수열에서의 항등식을 정리하면 표 4와 같다.

표 4. 일반화된 펠 수열 {GPn}에서의 정리 10에 관한 대응 관계

항등식 Fm+1GFn+m − FmGFn+m+1 =
(−1)mGFn

Pm+1GPn+m − PmGPn+m+1 =
(−1)mGPn

따름 정리 11 Fn
2 − Fn+1Fn−1 = (−1)n−1 Pn

2 − Pn+1Pn−1 = (−1)n−1

따름 정리 12 Fm+1Fn − FmFn+1 =
(−1)mFn−m

Pm+1Pn − PmPn+1 =
(−1)mPn−m

따름 정리 13 Fm+1Ln − FmLn+1 =
(−1)mLn−m

Pm+1PLn − PmPLn+1 =
(−1)mPLn−m

표 4와 같이 일반화된 피보나치 수열에서의 항등식 Fm+1GFn+m−FmGFn+m+1 =

(−1)mGFn과그에대응하는일반화된펠수열의항등식 Pm+1GPn+m−PmGPn+m+1 =

(−1)mGPn에 대하여 따름 정리 11 − 따름 정리 13은 표면적으로나 구조적으로 유사

하다.

3.3. (−1)m+1GFn + Fm+1(GFn+m +GFn+m+2) = GFn+2m+2에 대응하는 항등

식의 탐구

일반화된피보나치수열에서의항등식 (−1)m+1GFn+Fm+1(GFn+m+GFn+m+2) =

GFn+2m+2는 피보나치 수열 {Fn}과 일반화된 피보나치 수열 {GFn}사이의 관계를 나
타내고있다([9]).일반화된피보나치수열 {GFn}과피보나치수열 {Fn}에서의항등식
(−1)m+1GFn + Fm+1(GFn+m +GFn+m+2) = GFn+2m+2에 개념 유추를 적용하여 일

반화된 펠 수열 {GPn}과 펠 수열 {Pn}에 대응하는 항등식을 추측하면 다음과 같으며,

이 추측이 참인 명제임을 다음과 같이 증명할 수 있다.

정리 14. (−1)m+1GPn + Pm+1(GPn+m +GPn+m+2) = GPn+2m+2

위의 정리 14은 펠 수열과 일반화된 펠 수열의 일반항을 이용하여 증명할 수 있

다. 펠 수열 {Pn}과 일반화된 펠 수열 {GPn}의 일반항은 각각 Pn = 1
ϕ−ψ (ϕn − ψn),
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GPn = C1ϕ
n + C2ψ

n (단, C1, C2는 상수)이므로

Pm+1(GPn+m +GPn+m+2) =
1

ϕ− ψ
(ϕm+1 − ψm+1){C1ϕ

n+m(1 + ϕ2)

+ C2ψ
n+m(1 + ψ2)}

=
1

ϕ− ψ
(ϕm+1 − ψm+1){C1ϕ

n+m(−ϕψ + ϕ2) + C2ψ
n+m(−ϕψ + ψ2)}

=
1

ϕ− ψ
(ϕm+1 − ψm+1){C1ϕ

n+m+1(ϕ− ψ) − C2ψ
n+m+1(ϕ− ψ)}

= (ϕm+1 − ψm+1){C1ϕ
n+m+1 − C2ψ

n+m+1}

= C1ϕ
n+2m+2 − C2(ϕψ)m+1ψn − C1(ϕψ)m+1ϕn + C2ψ

n+2m+2

= C1ϕ
n+2m+2 + C2ψ

n+2m+2 − (−1)m+1(C1ϕ
n + C2ψ

n)

= GPn+2m+2 − (−1)m+1GPn

이다. 따라서 (−1)m+1GPn + Pm+1(GPn+m +GPn+m+2) = GPn+2m+2이다.

일반화된피보나치수열에서의두따름정리 (−1)m+1Fn+Fm+1Ln+m+1 = Fn+2m+2

와 (−1)m+1Ln + 5Fm+1Fn+m+1 = Ln+2m+2는 피보나치 수열과 루카스 수열 사이의

관계인 Fn−1 + Fn+1 = Ln과 Ln−1 + Ln+1 = 5Fn을 이용하여 표현한 것이다([9]).

위의두따름정리에대응하는일반화된펠수열에서의항등식을찾기위해펠수열과

펠-루카스 수열 사이의 관계를 살펴볼 필요가 있으며, 이 또한 피보나치 수열과 루카스

수열 사이의 관계와 유사할 것이라 추측할 수 있다. 또한 항등식 Ln−1 + Ln+1 = 5Fn

에서 5는 (ϕF −ψF )2임을 이용하여 펠 수열과 펠-루카스 수열 사이의 관계를 나타내는

항등식을 추측하면 다음과 같으며, 이 추측이 참인 명제임을 다음과 같이 증명할 수

있다.

정리 15 (펠 수열과 펠-루카스 수열 사이의 관계). (1) Pn−1 + Pn+1 = PLn, (2)

PLn−1 + PLn+1 = 8Pn

펠 수열과 펠-루카스 수열의 일반항, ϕ− ψ = 2
√

2, ϕψ = −1임을 이용하여 증명할

수 있다.

PLn–Pn+1 = (ϕn + ψn) − 1

ϕ− ψ
(ϕn+1 − ψn+1)

= (ϕn + ψn) − (ϕn + ϕn−1ψ + ϕn−2ψ2 + · · · + ϕψn−1 + ψn)

= −(ϕn−1ψ + ϕn−2ψ2 + · · · + ϕψn−1) = −ϕψ(ϕn−2 + ϕn−3ψ + · · · + ψn−2)

= ϕn−2 + ϕn−3ψ + · · · + ψn−2 =
ϕ− ψ

ϕ− ψ
(ϕn−2 + ϕn−3ψ + · · · + ψn−2)

=
1

ϕ− ψ
(ϕn−1 − ψn−1) = Pn−1
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이다. 따라서 Pn−1 + Pn+1 = PLn이 성립한다. 또한

8Pn–PLn+1 = (ϕ− ψ)2
1

ϕ− ψ
(ϕn − ψn) − (ϕn+1 + ψn+1)

= (ϕ− ψ)(ϕn − ψn) − (ϕn+1 + ψn+1)

= (ϕn+1 − ϕψn − ϕnψ + ψn+1) − (ϕn+1 + ψn+1)

= −ϕψ(ϕn−1 + ψn−1) = PLn−1

이다. 따라서 PLn−1 + PLn+1 = 8Pn이 성립한다.

정리 14의 항등식에서 일반화된 펠 수열 {GPn}을 각각 펠 수열 {Pn}과 펠-루카스

수열 {PLn}으로 놓으면 따름 정리 16과 17을 얻을 수 있다.

따름 정리 16. (−1)m+1Pn + Pm+1PLn+m+1 = Pn+2m+2

따름 정리 17. (−1)m+1PLn + 8Pm+1Pn+m+1 = PLn+2m+2

일반화된피보나치수열에서의항등식 (−1)m+1GFn+Fm+1(GFn+m+GFn+m+2) =

GFn+2m+2과 그 따름 정리에 대응되는 일반화된 펠 수열에서의 항등식을 정리하면 표

5와 같다.

표 5. 일반화된 펠 수열 {GPn}에서의 정리 14에 관한 대응 관계

항등식 (−1)m+1GFn+Fm+1(GFn+m+
GFn+m+2) = GFn+2m+2

(−1)m+1GPn+Pm+1(GPn+m+
GPn+m+2) = GPn+2m+2

따름 정리 16 (−1)m+1Fn + Fm+1Ln+m+1 =
Fn+2m+2

(−1)m+1Pn+Pm+1PLn+m+1 =
Pn+2m+2

따름 정리 17 (−1)m+1Ln + 5Fm+1Fn+m+1 =
Ln+2m+2

(−1)m+1PLn +
8Pm+1Pn+m+1 = PLn+2m+2

표 5와같이일반화된피보나치수열에서의항등식 (−1)m+1GFn+Fm+1(GFn+m+

GFn+m+2) = GFn+2m+2와 그에 대응하는 일반화된 펠 수열의 항등식(−1)m+1GPn +

Pm+1(GPn+m + GPn+m+2) = GPn+2m+2에 대하여 따름 정리 16과 따름 정리 17은

표면적으로나 구조적으로 유사하다.

3.4. 세 정리에 대한 G0 = a,G1 = b,Gn = kGn−1 + Gn−2 (n ≥ 2) (단, k는
상수)로의 유추

세 표 3, 4와 5를 통해 일반화된 피보나치 수열과 일반화된 펠 수열에 대응하는 세

정리 2, 10과 14가 유사함을 발견할 수 있다. 따라서 세 정리 2, 10과 14에 대하여 2

차 선형 재귀 관계를 보이는 일반적인 수열로의 확장 가능성을 생각해 볼 수 있다. 즉,
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피보나치 수열(또는 펠 수열), 루카스 수열(또는 펠-루카스 수열)과 일반화된 피보나치

수열(또는 일반화된 펠 수열)에 대응하는 수열 {An}, {Bn}, {Gn}에 대하여 세 항등식
Gn+m + (−1)mGn−m = GnBm

Am+1Gn+m −AmGn+m+1 = (−1)mGn

(−1)m+1Gn +Am+1(Gn+m +Gn+m+2) = Gn+2m+2

이 성립하는지를 생각해 볼 수 있다.

A0 = 0, A1 = 1, An = An−1 + 2An−2 (n ≥ 2)인 수열 {An}과 이를 일반화한
수열 {Gn}에 대하여 A2G2 − A1G3 = (−1)G1이 성립하지 않으므로 두 번째 항등식

Am+1Gn+m−AmGn+m+1 = (−1)mGn이 성립하지 않는다. 즉, 모든 2차 선형 재귀 관

계를 보이는 수열이 피보나치 수열(또는 펠 수열), 루카스 수열(또는 펠-루카스 수열)과

일반화된 피보나치 수열(또는 일반화된 펠 수열)에서의 세 항등식을 만족시키는 것은

아니다. 위의 세 항등식을 만족시키는 2차 선형 재귀 관계를 보이는 수열 {An}, {Bn},

{Gn}을구하기위하여세정리 2, 10과 14의증명과정을분석하면피보나치수열(또는

펠 수열), 루카스 수열(또는 펠-루카스 수열)과 일반화된 피보나치 수열(또는 일반화된

펠 수열)에 대응하는 적절한 수열 {An}, {Bn}, {Gn}을 찾을 수 있다. 세 수열 {An},

{Bn}, {Gn}을 다음과 같이 정의하자.

A0 = 0, A1 = 1, An = kAn−1 +An−2 (n ≥ 2)

B0 = 2, B1 = k,Bn = kBn−1 +Bn−2 (n ≥ 2)

G0 = a,G1 = b,Gn = kGn−1 +Gn−2 (n ≥ 2)

개념 유추를 적용하면 세 수열 {An}, {Bn}, {Gn}을 이용하여 세 정리 2, 10과 14

에 대응하는 새로운 항등식을 추측하고 증명할 수 있다. 정리 2에 대응하는 항등식은

다음과 같다.

정리 18. Gn+m + (−1)mGn−m = GnBm

위의 정리 18은 두 수열 {Bn}과 {Gn}의 비네 공식을 이용하여 구한 일반항을 이용
하면 증명할 수 있다. ϕA = k+

√
k2+4
2 , ψA = k−

√
k2+4
2 라 할 때, 두 수열 {Bn}과 {Gn}

의 일반항은 각각 Bn = ϕA
n +ψA

n, Gn = C1ϕA
n +C2ψA

n (단, C1, C2는 상수)이므로

Gn+m −GnBm = (C1ϕA
n+m + C2ψA

n+m) − (C1ϕA
n + C2ψA

n)(ϕA
m + ψA

m)

= −(C1ϕA
nψA

m + C2ϕA
mψA

n) = −ϕAmψAm(C1ϕA
n−m + C2ψA

n−m)

= −(−1)m(C1ϕA
n−m + C2ψA

n−m) = −(−1)mGn−m

이다.따라서 Gn+m+(−1)mGn−m = GnBm 이다.정리 10에대응하는항등식은다음과

같다.

정리 19. Am+1Gn+m −AmGn+m+1 = (−1)mGn
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위의 정리 19은 두 수열 {An}과 {Gn}의 점화식을 이용하여 증명할 수 있다. 이를

위해 함수 f(n,m)을 f(n,m) = Am+1Gn+m −AmGn+m+1이라 하자. 두 수열 {An}과
{Gn}의 점화식을 이용하면
f(n,m) + f(n,m+ 1) = (Am+1Gn+m −AmGn+m+1)

+ (Am+2Gn+m+1 −Am+1Gn+m+2)

= (Am+1Gn+m −AmGn+m+1) + (AmGn+m+1

+ kAm+1Gn+m+1 −Am+1Gn+m+2)

= Am+1Gn+m + kAm+1Gn+m+1 −Am+1Gn+m+2 = 0

이다. 따라서 f(n,m + 1) = −f(n,m) 임을 알 수 있다. 이때, f(n, 0) = Gn이므로

f(n,m) = (−1)mGn이다. 즉, Am+1Gn+m − AmGn+m+1 = (−1)mGn이다. 정리 14에

대응하는 항등식은 다음과 같다.

정리 20. (−1)m+1Gn +Am+1(Gn+m +Gn+m+2) = Gn+2m+2

위의정리 20은두수열 {An}과 {Gn}의일반항을이용하면증명할수있다.두수열

{An}과 {Gn}의 일반항은 각각 An = 1
ϕA−ψA

(ϕA
n−ψA

n), Gn = C1ϕA
n +C2ψA

n (단,

C1, C2는 상수)이므로

Am+1(Gn+m +Gn+m+2) =
1

ϕA − ψA
(ϕA

m+1 − ψA
m+1)×

{C1ϕA
n+m(1 + ϕA

2) + C2ψA
n+m(1 + ψA

2)}

=
1

ϕA − ψA
(ϕA

m+1 − ψA
m+1){C1ϕA

n+m+1(ϕA − ψA)

− C2ψA
n+m+1(ϕA − ψA)}

= (ϕA
m+1 − ψA

m+1)(C1ϕA
n+m+1 − C2ψA

n+m+1)

= C1ϕA
n+2m+2 − C2(ϕAψA)m+1ψA

n − C1(ϕAψA)m+1ϕA
n + C2ψA

n+2m+2

= C1ϕA
n+2m+2 + C2ψA

n+2m+2 − (−1)m+1(C1ϕA
n + C2ψA

n)

= Gn+2m+2 − (−1)m+1Gn

이다. 따라서 (−1)m+1Gn +Am+1(Gn+m +Gn+m+2) = Gn+2m+2이다.

3.5. 결론

유추적 사고는 수학에서 중요한 역할을 한다. 수학의 발전 과정에서 유추적 사고

는 집합론, 대수학 등의 다양한 수학적 개념을 도입하고 체계화하는 데 사용되었으며

([16]), 형식 불역의 원리를 이용한 수학적 개념의 확장도 유추적 사고를 이용한 것으로

볼 수 있다([17]). 또한 유사한 문제의 풀이 방법은 새로운 문제를 해결하는 데 좋은
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발견술로 사용될 수 있다([22, 23]). 이러한 점에서 예비수학교사와 현직 교사는 개념

유추와 방법 유추를 이용하여 새로운 영역에서의 성질을 추측하고, 새로운 영역에서의

문제를 해결하는 과정을 경험할 필요가 있다.

이에 본 연구에서는 Heo([9])가 제시한 일반화된 피보나치 수열에서의 항등식에 개

념유추를적용하여일반화된펠수열에서의항등식을추측하고,방법유추를적용하여

일반화된 펠 수열에서의 항등식을 증명하도록 고안하였다. 본 연구에서는 개념 유추를

통해 Heo([9])에서 제시한 정리와 따름 정리에 대응하는 일반화된 펠 수열에서의 3개의

정리와 12개의따름정리를유도하였다.더나아가일반화된피보나치수열과일반화된

펠 수열을 일반화하여 G0 = a,G1 = b,Gn = kGn−1 +Gn−2 (n ≥ 2)인 2차 선형 재귀

관계를 갖는 수열에서도 개념 유추를 통해 3개의 정리를 추측하고, 방법 유추를 통해

이를 증명하였다. 본 연구의 결과는 다음과 같다.

첫째, 일반화된 피보나치 수열에서의 각 요소에 대응하는 일반화된 펠 수열에서의

요소가 적절하게 대응되어야 한다. 본 연구에서 제시한 바와 같이, 초깃값을 기준으로

일반화된 피보나치 수열의 각 요소에 대응하는 일반화된 펠 수열의 요소는 일반화된

피보나치 수열에 대응하는 항등식을 만족시키지 않는다. 이는 Heo([8])의 의견과 같이,

유추적 사고에서 바탕 문제와 목표 문제 사이의 적절한 대응 관계를 찾는 것이 수학적

개념의 확장이나 문제 해결에서 중요하다.

둘째, 일반화된 피보나치 수열에서의 각 요소에 대응하는 일반화된 펠 수열에서의

요소는비네공식을통한일반항의유사성에근거해야한다.일반화된피보나치수열과

일반화된 펠 수열의 대응 관계를 기준으로 개념 유추를 이용하여 추측한 3개의 정리가

모두 참이며, 그에 대한 12개의 따름 정리가 모두 참이다.

셋째, 일반화된 피보나치 수열과 일반화된 펠 수열에서의 항등식을 바탕으로 특

정한 형태의 2차 선형 재귀 수열에서의 항등식을 추측하고 이를 증명할 수 있다. 세

수열 {An}, {Bn}, {Gn}을 각각 A0 = 0, A1 = 1, An = kAn−1 + An−2 (n ≥ 2),

B0 = 2, B1 = k,Bn = kBn−1 + Bn−2 (n ≥ 2), G0 = a,G1 = b,Gn = kGn−1 +Gn−2

(n ≥ 2)와 같이 정의하면 Heo([9])에서 제시한 3개의 정리로부터 추측한 명제가 모두

참임을 알 수 있다.

바탕 문제를 이용하여 목표 문제의 새로운 성질을 찾는 개념 유추와 바탕 문제의

해결 방법을 이용하여 목표 문제를 해결하는 방법 유추는 수학적 개념의 확장과 문제

해결에큰도움을준다.따라서수학교사는학생에게개념유추를적용하여바탕영역의

성질로부터 가설을 생성하고, 방법 유추를 적용하여 생성한 가설이 옳을지를 검증하는

과정을 통해 유추적 사고를 경험할 필요가 있다. 더 나아가 본 연구는 수학교사와 영재

학생이유추적사고를활용한수학적지식의확장능력과문제문제해결역량을함양할

수 있는 소재로 활용될 수 있을 것으로 보인다.



248 허남구

References

1. Ban, E. S., & Shin, J. (2012). The effects of mathematical problem solving depending

on analogical conditions. Journal of the Korean School Mathematics Society, 15(3),

535-563.

2. Catarino, P. (2013). A note involving two-by-two matrices of the k-Pell

and k-Pell-Lucas sequences. International Mathematical Forum, 8(32), 1561-1568.

http://dx.doi.org/10.12988/imf.2013.38164

3. Chen, Z. (2002). Analogical problem solving: A hierarchical analysis of procedural sim-

ilarity. Journal of Experimental Psychology: Learning, Memory, and Cognition, 28(1),

81–98. https://doi.org/10.1037/0278-7393.28.1.81
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