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대학수학능력시험 함수 그래프 특성 문제에 연역적 문제만들기 방법의 적용

APPLICATION OF THE DEDUCTIVE PROBLEM MAKING

METHOD TO PROBLEMS ON THE CHARACTERISTICS OF

FUNCTION GRAPHS IN THE CSAT

류민영 a

Abstract. This study proposed a method for applying Deductive Problem Mak-
ing (DPM) to past College Scholastic Ability Test (CSAT) mathematics questions.
Three questions related to function graphs were selected, and new problems were
created through DPM. The newly generated problems were compared with the orig-
inal ones to identify altered and maintained aspects, and their interrelationships
were also examined. The findings confirm the possibility of expanding initial prob-
lem substructures and indicate that DPM facilitates a deeper understanding of given
problems, thereby contributing to the enhancement of problem-solving skills.

1. 서론

문제만들기(problem posing)란새로운문제의생성과 주어진문제를다시구성하는

것을 모두 의미하며 문제해결 전, 해결 중, 해결 후에 발생한다([11]). 수학 문제만들기

에 대한 현대의 관심은 학교 교육과정 및 교육학 영역에서 꾸준히 강조되고 있다([10],

[12]).

본 연구에서는 문제만들기 방법 중 [4]에서 제시된 연역적 문제만들기(Deductive

Problem Making, DPM) 방법에 기반하여 문제만들기의 구체적 적용 방안을 제시하고

자 한다. 연역적 문제만들기란, 풀이가 문제에 선행하는 문제만들기를 말하며 풀이가

먼저 구성되는 문제만들기 방식이다. [4]에서 출발점 문제를 원래문제(initial problem)

라고 하였으며 문제해결의 각 부분을 하위구조(substructure)라고 하였다. 또한 연역적

으로 만든 문제는 문제만들기를 적용한 원래문제와 문제해결 구조가 유사한 문제들을
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만들어 낼 수 있다. 연역적 문제만들기의 적용 사례는 방정식, 부등식, 작도, 중복조합

등의 영역에서 제시되었으며 본 연구에서는 이와 다른 영역인 함수 영역에서 문제를

택하고자 한다. 또한 본 연구에서 함수 그래프 특성 문제란, 함수 그래프 개형, 주기,

그래프의 특징 등을 포함하는 문제를 의미한다.

연역적 문제만들기를 적용하기 위해 본 연구에서는 대학수학능력시험의 기출문제

를 선택하였다. 대학수학능력시험의 수학 영역은 수학 교육의 평가에서 사고력 측정을

강조한다([7]).따라서본연구에서는대학수학능력시험의기출문제중연역적문제만들

기를 적용할 문제를 택하고자 한다. 그중 2024학년도, 2025학년도의 대학수학능력시험

([8], [9])에서 함수 그래프의 특성 파악이 드러나는 문제를 3개 선택하여 연역적 문제

만들기를 수행하고 그 구체적 적용 방안에 대해 살펴볼 것이다.

본 연구에서는 다음과 같이 연구 문제를 설정하였다. 첫째, 함수 그래프의 특성에

대한 세 문제에 연역적 문제만들기를 적용하여 새로운 문제를 만든다. 둘째, 연역적

문제만들기 적용 중, 하위구조의 변화가 문제에 미치는 영향을 파악한다. 셋째, 연역적

문제만들기 적용 후, 새롭게 만든 문제들 사이의 관계를 파악한다.

2. 연구의 배경

2.1. 이론적 배경

[4]에따르면 [1]에서제시된What-If-Not전략은명제의증명이문제를만드는과정

과 관련 있지 않으며 새로운 질문 제기 단계(Level Ⅲ)에서 얻어진 질문에는 학습자의

수학적 지식과 능력의 범위 밖의 질문이 얻어질 수 있다고 하였다. 이를 보완하기 위해

제시된 방법인 연역적 문제만들기는 질문이 분석과 풀이보다 선행되는 What-If-Not

전략과는 다르게 문제의 풀이가 먼저 구성이 되고 그 풀이를 바탕으로 문제를 만들어

낸다.

다시말해연역적문제만들기는출발점문제를먼저선택하고그풀이과정을단계별

로 나타낸 다음, 변하지 않는 것과 변하는 것을 서로 구분하여 문제해결 단계를 역으로

거슬러올라가새로운문제를만드는방법이다.이때문에연역적으로만들어진문제는

항상 해결할 수 있으며 문제해결 방법은 문제만들기 과정 중에 나타난다는 특징이 있

다.이와더불어 [4]에서는다음과같은문제해결의논리적흐름과연역적문제만들기의

개략적 수행 방향을 제시하였고 이를 다시 구성하면 그림 1과 같다.

[4]에서는연역적문제만들기(DPM)의단계를문제해결의구조분석,문제해결의하

위구조 탐구, 연역적 문제구성(Deductive Problem Construction, DPC)의 세 단계로

제시하였다.첫번째단계인문제해결의구조분석단계에서는원래문제의해결과정을

주요 아이디어를 중심으로 하위구조를 나눈다. 두 번째 단계인 문제해결의 하위구조
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탐구에서는 분석된 문제해결의 각 부분, 즉 하위구조의 특징을 탐구하고 변할 수 있는

것과 변할 수 없는 것을 확인한다. 또한 문제해결의 전체 과정은 유기적으로 연결되어

있으므로, 이 단계에서 문제해결의 전체 과정을 개관하며, 문제해결에 포함된 식 또는

양의 의미를 탐구하며 어디에서 변화 가능성이 있는지 보게 된다. 세 번째 단계인 연역

적문제구성(DPC)에서는어느하위구조에서연역적문제구성(DPC)을시작할것인지

결정하고 하위구조에서 변화된 식 또는 양을 중심으로 문제해결 단계를 역으로 거슬러

올라가면서 연역적으로 문제해결 과정을 구성한다.

그림 1. 문제해결의 논리적 흐름과 연역적 문제만들기의 개략적 수행
방향

연역적 문제만들기가 적용된 예시는 다음과 같다. [3]에서는 무리방정식, 삼차방정

식에서연역적문제만들기를사용한내용을제시하였다.또한 [4]는로그가포함된부등

식을 원래문제로 하여 연역적 문제만들기를 수행하고 로그가 포함된 방정식으로부터

지수, 무리식, 삼각함수가 포함된 방정식 등을 만들어 다양한 치환을 이용한 연역적

문제만들기의 가능성을 보여주었다. [5]에서는 연역적 문제만들기를 삼각형의 작도 문

제에 활용하여 만든 문제를 일반화하는 또 다른 문제를 제시하며 What-If-Not 전략과

달리해결과정분석을기반으로 타당한문제를구성할수있다는연역적문제만들기의

특징을 강조하였다. [6]에서는 배치형 중복조합 문제에 대해 다른 하위구조를 구성하여

연역적 문제만들기를 시도하였다.

2.2. 연구 대상 및 방법

본 연구의 대상은 원래문제로 하는 대학수학능력시험의 기출문제로, 연구의 방법은

연역적 문제만들기 방법의 적용이다. 연구 방법은 2024학년도와 2025학년도 대학수학

능력시험의 수학 영역에서 함수 그래프의 특성을 파악하는 것과 관련 있는 문제를 3개

선택한 다음, 연역적 문제만들기의 각 단계에 따라 구체적으로 문제만들기를 진행하는

것이다.
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[4]는연역적문제만들기의단계를문제해결의구조분석,문제해결의하위구조(문제

해결의 각 단계) 탐구, 연역적 문제구성(DPC)으로 제시하였다. 이 단계에 따라 선택한

문제에 연역적 문제만들기를 수행하였다. 본 연구에서는 하위구조를 몇 가지로 나눌

것인가에 대해 기존 연구의 연역적 문제만들기 사례 대다수에서 하위구조3까지 분류

한 것을 유지하기도 하며 문제에 따라 더 많은 개수로 확대하였다. 이는 문제해결의

구조 분석에 해당한다. 하위구조를 나누는 기준은 문제해결 과정 중 새로운 것을 발

견하거나 새로운 값을 찾는 등 새롭게 얻어지는 것을 중심으로 하여 나누었다. 이는

문제를 분석하는 측면에 따라 더 세분화하거나 단순화할 수 있다. 하위구조 탐구에서

는 각 하위구조에서 변할 수 있는 것을 탐구하며 새로운 문제만들기에 대한 가능성을

확인한다. 마지막으로 연역적 문제구성 단계에서 변화되는 부분을 통해 새로운 문제를

생성하였다.

새로운 문제를 만든 후, 만들어진 각 문제를 원래문제와 비교하며 어떤 부분이 변

화하였고 어떤 부분이 유지되었는지를 확인하였다. 또한 만든 문제들 사이의 관계에

대해서도 살펴보았다. 또한 생성된 문제들이 교육과정 내에서 적절한지 현직 고등학교

교사인 4명에게 검토를 요청하여 문제를 점검하였다.

3. 연구 결과 및 결론

3.1. 연구 결과

(1) 원래문제 1

원래문제 1. 닫힌구간 [0, 2π]에서정의된함수 f(x) = a cos bx+3이 x = π
3에서최댓값

13을 갖도록 하는 두 자연수 a, b의 순서쌍 (a, b)에 대하여 a + b의 최솟값은? (2025

학년도 수능 수학 10번)

원래문제 1은 닫힌구간 [0, 2π]에서 f(x) = a cos bx + 3이 x = π
3에서 최댓값 13을

가지므로 a+3 = 13으로 a는 10이다. 또한 f(x) = a cos bx+3의 주기는 2π
b 이다. f(x)

가 x = π
3에서 최댓값을 가지므로

2π
b × k = π

3 (단, k는 자연수)이다. 2π
b = π

3k이므로

b = 6k이다.따라서 b의최솟값은 6이다. a는 10, b의최솟값은 6이므로 a+b의최솟값은

16이다.

주어진 닫힌구간 [0, 2π]에서 함수 f(x) = a cos bx + 3가 x = π
3에서 최댓값 13을

가진다는 조건에서 출발한다. 이를 바탕으로 하위구조를 나누면 표 1과 같다.

다음으로 문제해결의 하위구조 탐구를 수행하자. 연역적 문제만들기는 하위구조의

역순으로 올라가 새로운 문제를 얻으며, 하위구조3, 하위구조2, 하위구조1 순서로 각

하위구조에서어떤점을변화시켜새로운문제를얻을수있는지알아보자.이후연역적

문제만들기에서도 마지막 하위구조부터 살펴보는 것을 유지할 것이다.
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표 1. 원래문제 1의 하위구조

하위구조1 닫힌구간 [0, 2π] 내 x = π
3에서 f(x)가 최댓값을 가지는 것을 이

용하여 a+ 3 = 13에 의해 a의 값을 구한다.

하위구조2 주어진 함수의 주기를 이용하여 가능한 자연수 b가 2π
b = π

3k (단,
k는 자연수)에 의해 b = 6k임을 알아낸다.

하위구조3 a값과 b의 최솟값을 통해 a+ b의 최솟값을 구한다.

이를 통해 연역적 문제구성을 수행하자. 먼저 하위구조3을 DPC 1단계로 하는 경

우, 하위구조3에서 a,b의 범위를 제한하여 어떻게 문제를 변형할 수 있는지 살펴본다.

원래문제 1의 풀이 과정 중에서는 a는 값이 하나로만 나오고 b = 6k (단, k는 자연수)

형태로 제시되므로 가능한 b의 값은 6, 12, 18, 24, · · ·이다. 여기에서 자연수 a, b의 범

위를 제한하여 순서쌍 (a, b)에 대한 a+ b의 최댓값을 구하도록 변형한 다음 문제 1-1,

문제 1-2를 생각해 볼 수 있다.

문제 1-1. 닫힌구간 [0, 2π]에서 정의된 함수 f(x) = a cos bx + 3 가 x = π
3에서

최댓값 13을 갖도록 하는 20 이하의 두 자연수 a, b의 순서쌍 (a, b)에 대하여 a + b의

최댓값은?

문제 1-2. 닫힌구간 [0, 2π]에서 정의된 함수 f(x) = a cos bx + 3 가 x = π
3에서

최댓값 13을 갖도록 하는 30 이하의 두 자연수 a, b의 순서쌍 (a, b)에 대하여 a + b의

최댓값은?

문제 1-1, 문제 1-2 모두 주어진 범위 안에서 두 자연수 a, b의 순서쌍 (a, b)에 대하여

a+b의최댓값을구하는문제이다.원래문제1과함수 f(x)가같으며 x = π
3에서최댓값

13을 갖는다는 점도 변하지 않았다. 하위구조3에서 두 자연수 a, b의 범위에 대한 변화

가 일어났으나 하위구조2와 하위구조1은 동일한 것이다. 즉, 구하고자 하는 a의 값이

10인 것과 b = 6k (단, k는 자연수)인 점은 변하지 않는다. 따라서 문제 1-1의 결과는

10 + 18 = 28이고, 문제 1-2의 결과는 10 + 30 = 40이다. 20이하, 30이하 자연수라는

각 조건으로 인해 원래문제 1과 답이 다른 결과가 나왔음을 볼 수 있다.

이제 하위구조2에서 연역적 문제만들기를 시작해 보자. 즉, 하위구조2를 DPC 1단

계로 하는 경우이다. 하위구조2에서는 주어진 함수의 주기를 이용하여 b의 최솟값을

구하였다. 하위구조2에서 2π
b = π

3k (단, k는 자연수)를 통해 b = 2 × 3 × k = 6k 임을

얻는다. 여기에서 자연수 k에 대해 b = 2 × 4 × k = 8k 임을 이용하도록 변형한다면

최댓값을 갖는 위치가 x = π
4로 변화하면 된다. 이를 이용한 문제 1-3은 다음과 같다.
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문제 1-3.닫힌구간 [0, 2π]에서정의된함수 f(x) = a cos bx+3이 x = π
4에서최댓값

13을 갖도록 하는 두 자연수 a, b의 순서쌍 (a, b)에 대하여 a+ b의 최솟값은?

문제 1-3은 최댓값을 갖는 위치가 x = π
4로 바뀐 것이다. 이러한 변화가 문제 풀이에

어떠한 영향을 미치는지 확인한다면, 먼저 주어진 함수 f(x) = a cos bx + 3의 주기는
2π
b 이다. x = π

4에서 최댓값을 가지므로
2π
b = π

4k , b = 2 × 4 × k = 8k이다. 따라서 b

의 최솟값은 8이다. 이 문제에서는 하위구조2에서 변형이 일어나 자연수 b의 최솟값이

변화하였다. 하위구조1은 유지되고 주어진 함수가 최댓값 13을 갖는다는 조건은 원래

문제 1과 동일하므로 a의 값은 10이다. 따라서 문제 1-3에서 구하고자 하는 a + b의

최솟값은 10+8 = 18이다. 이와 동일한 방법으로 b = 2×6×k = 12k (단, k는 자연수)

를 이용한다면 최댓값을 갖는 위치가 x = π
6로 변화하여야 한다. 이를 통해 문제 1-4를

얻을 수 있다.

문제 1-4.닫힌구간 [0, 2π]에서정의된함수 f(x) = a cos bx+3이 x = π
6에서최댓값

13을 갖도록 하는 두 자연수 a, b의 순서쌍 (a, b)에 대하여 a+ b의 최솟값은?

문제 1-4도 문제 1-3과 마찬가지로 하위구조2에서 변형이 일어나 자연수 b의 최솟값

이 변화한다. 그 구조는 유사하므로 문제 1-4에서 자연수 b는 2π
b = π

6k (단, k는 자연수)

에 의해 b = 2× 6× k = 12k가 된다는 것을 알 수 있다. 따라서 b의 최솟값은 12이고 a

는 원래문제 1과 동일한 10이다. 따라서 문제 1-4의 결과는 10 + 12 = 22가 된다.

마지막으로 하위구조1을 DPC 1단계로 한다면, 하위구조1에서 a + 3 = 13에 의해

a가 10임을 구하였다. 이는 주어진 함수의 최댓값이 얼마인지가 영향을 미친 것이다.

이 식에서 a+ 4 = 13을 사용하도록 변형하자. 그럼 a의 값이 9가 되므로 주어진 함수

f(x)를 f(x) = a cos bx+ 4로 제시하면 된다. 이를 통해 다음 문제 1-5를 생각해 볼 수

있다.

문제 1-5.닫힌구간 [0, 2π]에서정의된함수 f(x) = a cos bx+4가 x = π
3에서최댓값

13을 갖도록 하는 두 자연수 a, b의 순서쌍 (a, b)에 대하여 a+ b의 최솟값은?

문제 1-5와 원래문제 1에서 b의 최솟값을 구하는 과정은 동일하며 앞서 살펴본 바에

따라 a의 값은 9이므로 구하고자 하는 a+ b의 최솟값은 9+6 = 15이다. 즉, 하위구조2

와 하위구조3은 유지되나 원래문제 1의 하위구조1에서 a + 3 = 13을 통해 a의 값을

구한 부분이 a+ 4 = 13으로 변화하면서 함수 f(x)의 식이 변화하였다.

이제 하위구조1에서 a + 3 = 13에 의해 a가 10임을 구한 과정에서 a + 3 = 10을

사용하도록 바꾼다면 원래문제1에서 f(x)의 최댓값이 10이 되도록 바꾸면 된다. 이를

통해 문제 1-6을 제시할 수 있다.
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문제 1-6.닫힌구간 [0, 2π]에서정의된함수 f(x) = a cos bx+3이 x = π
3에서최댓값

10을 갖도록 하는 두 자연수 a, b의 순서쌍 (a, b)에 대하여 a+ b의 최솟값은?

문제 1-6에서 a의 값은 a + 3 = 10에 의해 7이 되고 원래문제 1의 b에 대해서는

변하지 않으므로 a+ b의 최솟값은 7 + 6 = 13이다. 문제 1-6도 문제 1-5와 마찬가지로

하위구조2와하위구조3은유지된다.하지만하위구조1에서 a+3 = 10을이용하기위해

함수 f(x)가 갖는 최댓값이 13에서 10으로 변화하며 문제의 결과에 영향을 주었다.

(2) 원래문제 2

원래문제 2. 양수 a에 대하여 x ≥ −1에서 정의된 함수 f(x)는

f(x) =

{
−x2 + 6x (−1 ≤ x < 6)

a log4(x− 5) (x ≥ 6)

이다. t ≥ 0인 실수 t에 대하여 닫힌구간 [t − 1, t + 1]에서의 f(x)의 최댓값을 g(t)

라 하자. 구간 [0,∞)에서 함수 g(t)의 최솟값이 5가 되도록 하는 양수 a의 최솟값을

구하시오. (2024학년도 수능 수학 21번)

원래문제 2는 t = 0일 때, 구간 [−1, 1]에서 함수 f(x)는 x = 1에서 최댓값 5를

가지므로 g(0) = 5이다. 한편, 함수 y = −x2 + 6x는 직선 x = 3에 대하여 대칭이고,

f(1) = 5, f(3) = 9, f(5) = 5이므로 0 < t < 6인 실수 t에 대해서 g(t) ≥ 5이다. 따라서

0 ≤ t < 6인 실수 t에 대해서 g(t) ≥ 5이다. f(5) = 5, f(6) = 0이므로 t = 6일 때, 구간

[5, 7]에서 함수 g(t)는 5이상이 된다. 구간 [0,∞)에서 함수 g(t)가 최솟값을 5로 가져야

하므로 t > 6에 대해 살펴보아야 한다. 그럼 x ≥ 6에서 f(x) = a log4(x − 5)이고 a는

양수이므로 f(7)이 5보다 같거나 커야 한다. f(7) ≥ 5이므로 a log4(7 − 5) ≥ 5이어야

한다. 즉, a log4 2 ≥ 5, 1
2a ≥ 5, a ≥ 10이다.

표 2. 원래문제 2의 하위구조

하위구조1 −1 ≤ x < 6에서 f(x) = −x2 + 6x이고 문제의 함수 g(t)에 의해
0 ≤ t ≤ 6에서 함수 g(t)의 최솟값이 5라는 점을 만족한다는 점을
파악한다.

하위구조2 x ≥ 6에서는 f(x)가 밑이 1보다 큰 로그함수로, 증가함수이다.
결국 문제의 조건을 만족하기 위해서는 f(7) ≥ 5이어야 한다.

하위구조3 f(7) ≥ 5이므로 a log4 2 ≥ 5이다. 1
2a ≥ 5, a ≥ 10이다.

하위구조4 구한 a의 범위를 이용하여 양수 a의 최솟값을 찾는다.
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따라서 양수 a의 최솟값은 10이다. 원래문제 2는 새롭게 파악한 내용이 생기는 단계

를 기준으로 표 2처럼 하위구조4까지 나누어 볼 수 있다.

이제 문제해결의 하위구조 탐구를 진행함과 동시에 각 하위구조의 변화에 따른 연

역적 문제구성을 수행하자. 먼저 하위구조4를 DPC 1단계로 설정하자. 하위구조4에서

양수 a의 최솟값을 구하였다. 이는 양수 a의 범위가 a ≥ 10으로 구해졌기에 가능하였

다. 이를 통해 하위구조4에서 가능한 양수 a 중 두 자리 자연수인 a의 합을 구하는 문제

2-1을 제시할 수 있다.

문제 2-1. 양수 a에 대하여 x ≥ −1에서 정의된 함수 f(x)는

f(x) =

{
−x2 + 6x (−1 ≤ x < 6)

a log4(x− 5) (x ≥ 6)

이다. t ≥ 0인 실수 t에 대하여 닫힌구간 [t − 1, t + 1]에서의 f(x)의 최댓값을 g(t)라

하자. 구간 [0,∞)에서 함수 g(t)의 최솟값이 5가 되도록 하는 두 자리 자연수 a의 합을

구하시오.

원래문제 2를 통해 a ≥ 10임을 알 수 있고 이를 이용하여 조건을 만족하는 두 자

리 자연수 a의 합을 구한다면 90×(10+99)
2 = 4905 이다. 문제 2-1은 원래문제 2와 풀이

구조는 동일하지만 구하고자 하는 결론만 다른 경우이다.

다음으로 하위구조3을 DPC 1단계로 하자. 하위구조3에서는 a log4 2 ≥ 5를 이용하

여 양수 a의 범위가 a ≥ 10임을 알아낸다. a ≥ k의 형태에서 자연수 k의 값에 따라

변형된 문제를 어떻게 얻을 수 있는지에 대한 내용은 다음과 같다.

먼저 a ≥ 6을 이용한다면 a log4 2 ≥ 3이 되는 것으로 거슬러 올라갈 수 있다. 여

기에서 a log4(5 − 3) ≥ 3를 이용하도록 하는 경우를 살펴보면 원래문제 2에서 f(x)가

정의되는 범위 −1 ≤ x < 6, x ≥ 6을 범위 −1 ≤ x < 4, x ≥ 4로 변형하는 것을 고려할

수 있다.

f(x) =

{
−x2 + 4x (−1 ≤ x < 4)

a log4(x− 3) (x ≥ 4)

에서 f(1) = f(3) = 3, y = −x2 + 4x는 직선 x = 2에 대하여 대칭이므로 0 ≤ t ≤ 4인

실수 t에 대해서 g(t) ≥ 3이다. 이를 이용하면 문제 2-2를 얻을 수 있다.

문제 2-2. 양수 a에 대하여 x ≥ −1에서 정의된 함수 f(x)는

f(x) =

{
−x2 + 4x (−1 ≤ x < 4)

a log4(x− 3) (x ≥ 4)
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이다. t ≥ 0인 실수 t에 대하여 닫힌구간 [t − 1, t + 1]에서의 f(x)의 최댓값을 g(t)

라 하자. 구간 [0,∞)에서 함수 g(t)의 최솟값이 3이 되도록 하는 양수 a의 최솟값을

구하시오.

문제 2-2에서 a log4(5− 3) ≥ 3이므로 a ≥ 6이다. 따라서 양수 a의 최솟값은 6이다.

문제 2-2는 원래문제 2의 함수 f(x)에서 제시되는 범위가 변화하였으며 동시에 함수

f(x)도 변화하였다. 하지만 풀이 구조는 원래문제 2와 유사하다.

다음으로 a ≥ 8이 사용되는 경우, 즉 a log4 2 ≥ 4일 때에는 −1 ≤ x < 6에서의 함수

식을 바꾸는 것을 고려하자. 원래문제 2에서 −1 ≤ x < 6에서의 f(x)를 y축 방향으로

−1만큼 평행이동 하여 f(x) = −x2+6x−1을 얻어 f(1) = 4가 되도록 하고, 문제에서

구간 [0,∞)에서 함수 g(t)의 최솟값이 4가 되도록 하면 다음 문제 2-3과 같다.

문제 2-3. 양수 a에 대하여 x ≥ −1에서 정의된 함수 f(x)는

f(x) =

{
−x2 + 6x− 1 (−1 ≤ x < 6)

a log4(x− 5) (x ≥ 6)

이다. t ≥ 0인 실수 t에 대하여 닫힌구간 [t − 1, t + 1]에서의 f(x)의 최댓값을 g(t)

라 하자. 구간 [0,∞)에서 함수 g(t)의 최솟값이 4가 되도록 하는 양수 a의 최솟값을

구하시오.

f(7) ≥ 4이므로 a log4(7 − 5) ≥ 4 이므로 a ≥ 8이다. 따라서 양수 a의 최솟값은 8

이 된다. 하지만 문제 2-3에서의 f(x)는 x = 6에서 불연속이다. 원래문제 2에서 f(x)

가 x ≥ −1에서 연속이었던 점을 반영하여 x ≥ 6에서의 함수 f(x)도 y축 방향으로 −1

만큼 평행이동하면 다음과 같은 문제 2-4를 제시할 수 있다.

문제 2-4. 양수 a에 대하여 x ≥ −1에서 정의된 함수 f(x)는

f(x) =

{
−x2 + 6x− 1 (−1 ≤ x < 6)

a log4(x− 5)− 1 (x ≥ 6)

이다. t ≥ 0인 실수 t에 대하여 닫힌구간 [t − 1, t + 1]에서의 f(x)의 최댓값을 g(t)

라 하자. 구간 [0,∞)에서 함수 g(t)의 최솟값이 4가 되도록 하는 양수 a의 최솟값을

구하시오.

f(7) ≥ 4이므로 a log4(7−5)−1 ≥ 4 이므로 a ≥ 10이다. 따라서 양수 a의 최솟값은

10이된다.문제 2-4는단순히원래문제 2의그래프를 y축의방향으로 −1만큼평행이동

한 함수를 이용한 것으로, 원래문제 2의 답과 같고 풀이 구조가 유사하다.

이제 하위구조2에서 x ≥ 6에 대해 함수 f(x)가 밑이 1보다 큰 로그함수로 제시되어

증가함수임을 이용하는 부분에서 다른 증가함수를 고려해 보자. 즉, 하위구조2를 DPC
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1단계로 하자. 먼저 일차함수가 제시되는 상황을 살펴본다. a는 양수이고 하위구조3

에서 a ≥ 10이 되는 것을 유지하려면 제시하고자 하는 새로운 증가함수는 점 (6, 0)

을 지나는 일차함수이므로 f(x) = m(x − 6)의 형태이다. a ≥ 10를 얻고자 하므로

원래문제 2처럼 f(7) ≥ 5이어야 조건을 만족한다. a
2 ≥ 5에 의해 m = a

2인 경우, 즉

f(x) = a
2 (x − 6)를 제시하여 문제 2-5를 얻을 수 있다. 또한 이와 유사하게 x ≥ 6에

대한 함수 f(x)를 이차함수로 제시하는 문제 2-6을 생각해 볼 수 있다.

문제 2-5. 양수 a에 대하여 x ≥ −1에서 정의된 함수 f(x)는

f(x) =

{
−x2 + 6x (−1 ≤ x < 6)
a
2 (x− 6) (x ≥ 6)

이다. t ≥ 0인 실수 t에 대하여 닫힌구간 [t − 1, t + 1]에서의 f(x)의 최댓값을 g(t)

라 하자. 구간 [0,∞)에서 함수 g(t)의 최솟값이 5가 되도록 하는 양수 a의 최솟값을

구하시오.

문제 2-6. 양수 a에 대하여 x ≥ −1에서 정의된 함수 f(x)는

f(x) =

{
−x2 + 6x (−1 ≤ x < 6)
a
2 (x− 6)2 (x ≥ 6)

이다. t ≥ 0인 실수 t에 대하여 닫힌구간 [t − 1, t + 1]에서의 f(x)의 최댓값을 g(t)

라 하자. 구간 [0,∞)에서 함수 g(t)의 최솟값이 5가 되도록 하는 양수 a의 최솟값을

구하시오.

문제 2-5와 문제 2-6은 a ≥ 10이므로 조건을 만족하는 양수 a의 최솟값은 10이 되어

원래문제 2의 결과와 동일하다. 이 두 문제는 원래문제 2의 하위구조2에서 원래문제

2에서 제시된 x ≥ 6에 대한 함수 f(x)가 증가함수임을 유지한다.

(3) 원래문제 3

원래문제 3. 두 자연수 a, b에 대하여 함수 f(x)는

f(x) =

{
2x3 − 6x+ 1 (x ≤ 2)

a(x− 2)(x− b) + 9 (x > 2)

이다. 실수 t에 대하여 함수 y = f(x)의 그래프와 직선 y = t가 만나는 점의 개수를

g(t)라 하자.

g(k) + lim
t→k−

g(t) + lim
t→k+

g(t) = 9

를만족시키는실수 k의개수가 1이되도록하는두자연수 a, b의순서쌍 (a, b)에대하여

a+ b의 최댓값은? (2024학년도 수능 수학 14번)
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원래문제 3에서 x ≤ 2일 때, f(x) = 2x3− 6x+1 이므로 f ′(x) = 6x2− 6이다. 함수

f(x)의 증가와 감소를 증감표로 나타내면 표 3과 같다.

표 3. 증감표

x · · · −1 · · · 1 · · · 2

f ′(x) + 0 − 0 +

f(x) ↗ 5 ↘ −3 ↗ 5

그림 2. 함수 그래프의 개형

a, b가 자연수이므로 곡선 y = a(x− 2)(x− b) + 9 는 점 (2, 9)와 점 (b, 9) 를 지나는

아래로 볼록한 포물선이다. b는 자연수이므로 (i) b = 1 또는 b = 2일 때, (ii) b ≥ 3일

때, 두 경우로 나눌 수 있다.

(i) b = 1 또는 b = 2일 때, −3 < k < 5인 실수 k에 대해 g(k), lim
t→k−

g(t), lim
t→k+

g(t)

가 모두 3이므로 g(k) + lim
t→k−

g(t) + lim
t→k+

g(t) = 9인 실수 k의 개수가 무수히 많다.
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(ii) b ≥ 3일 때, 이차함수 y = a(x− 2)(x− b)+ 9는 x = 1+ b
2에서 최솟값 f(1+ b

2)

를 갖는다.

이때, 문제 조건에서 g(k) + lim
t→k−

g(t) + lim
t→k+

g(t) = 9를 만족시키는 k가 1개인

경우는 f(1 + b
2) = −3인 경우뿐이다. 그때, 그래프의 개형을 살펴보면 그림 2와 같다.

f(1 + b
2) = −3 에서 a( b2 − 1)(1− b

2) + 9 = −3 이다. a(b− 2)2 = 48이고 구하는 두

자연수 a, b 의 모든 순서쌍 (a, b)는 (48, 3), (12, 4), (3, 6)이다. 따라서 a+ b의 최댓값은

48 + 3 = 51이다. 이를 바탕으로 하위구조를 하위구조5까지 나누면 표 4와 같다.

표 4. 원래문제 3의 하위구조

하위구조1 x ≤ 2일 때, f(x) = 2x3–6x + 1의 극값을 통해 그래프의 개형을
파악하고, x > 2일 때, f(x) = a(x − 2)(x − b) + 9이므로 곡선
y = a(x− 2)(x− b) + 9의 전체적인 특징을 파악한다.

하위구조2 b = 1, b = 2, b ≥ 3으로 b의 값에 따라 경우를 나눈다. 또한 b의
범위에 따른 각 경우에 대해 파악한다. 특히 b ≥ 3일 때, x > 2
에서 f(x)는 x = 1 + b

2에서 최솟값 f
(
1 + b

2

)
를 갖는다.

하위구조3 f
(
1 + b

2

)
= −3인 경우가 문제 상황에 해당함을 발견한다. 즉,

x ≤ 2에서의 함수의 극솟값과 x > 2에서의 함수의 최솟값이 동
일할 때 문제의 조건을 만족함을 발견한다.

하위구조4 f
(
1 + b

2

)
= −3에 의해 a

(
b
2 − 1

) (
1− b

2

)
+ 9 = −3이므로 a(b−

2)2 = 48임을통해구하는두자연수 a, b의모든순서쌍을찾는다.

하위구조5 a+ b의 최댓값을 구한다.

이제나눈하위구조에대해문제해결의하위구조탐구와새롭게생성된문제는다음

과 같다. 먼저 하위구조5를 DPC 1단계로 하는 경우를 살펴본다. 하위구조5에서 문제

조건을 만족하는 두 자연수 a, b의 순서쌍 (a, b)에 대하여 a + b의 최댓값을 구하였다.

조건을 만족하는 순서쌍은 총 세 가지로, (48, 3), (12, 4), (3, 6)이다.

하위구조 탐구에서 살펴보았듯이 원래문제 3에서 구하고자 하는 바인 하위구조5에

서 a + b를 이용한 부분을 고려하면 가능한 a + b 값의 모든 경우나 a + b의 최솟값을

생각해 볼 수 있다. 이를 이용하여 문제 3-1을 얻을 수 있다.

문제 3-1. 두 자연수 a, b에 대하여 함수 f(x)는

f(x) =

{
2x3 − 6x+ 1 (x ≤ 2)

a(x− 2)(x− b) + 9 (x > 2)
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이다. 실수 t에 대하여 함수 y = f(x)의 그래프와 직선 y = t가 만나는 점의 개수를

g(t)라 하자.

g(k) + lim
t→k−

g(t) + lim
t→k+

g(t) = 9

를만족시키는실수 k의개수가 1이되도록하는두자연수 a, b의순서쌍 (a, b)에대하여

(1) 가능한 a+ b의 모든 값을 구하고, (2) a+ b의 최솟값을 구하시오.

문제 3-1의 (1)은원래문제 3에서조건을만족하는두자연수 a, b의순서쌍이 (48, 3),

(12, 4), (3, 6)인 점이 유지된다. 이때, 가능한 a+ b의 모든 값은 51, 16, 9이다. 마찬가

지로 문제 3-1의 (2)는 원래문제 3과 문제해결 구조는 동일하며 구하고자 하는 결론이

최댓값에서 최솟값으로 바뀐 것이다. a+ b의 최솟값은 3 + 6 = 9이다.

문제 3-1은 원래문제 3의 문제해결 구조가 유지되나 구하고자 하는 바만 다르므로

답만 다르다는 것이 특징이다. 즉, 원래문제 3의 하위구조5가 변화하였으나 하위구조1

부터 하위구조4까지는 유지된다.

이제 하위구조4를 DPC 1단계로 설정하자. 하위구조4에서 a(b− 2)2 = 48임을 이용

한것에서 a(b−2)2를다른값으로바꾸면원래문제 3에어떤영향을미치는지알아본다.

첫 번째로 어떤 자연수 α에 대해 a(1 − b
2)

2 = α로 a(b − 2)2 = 4α의 값을 얻으므로 4

의 배수인 수 중, a(b− 2)2 = 36을 사용하도록 변형하자.

하위구조3에서 x > 2에서의 함수의 최솟값이 x ≤ 2에서의 함수의 극솟값과 동일한

경우에 대해 파악한다. 이를 이용하여 문제의 조건을 만족시키는 k 값이 하나일 때를

구한다. a(b − 2)2 = 36을 고려하기 위하여 a(1 − b
2)

2 = 9를 이용하면 된다. 이때,

a( b2 − 1)(1− b
2) + 9 = 0을 사용하도록 하자.

원래문제 3에서 범위 x > 2에 대한 함수 f(x)를 변형하지 않는다면 x ≤ 2에서의

함수의극솟값이 0이되어야한다.이를위해원래문제 3의범위 x ≤ 2에서의함수 f(x)

를 y축 방향으로 3만큼 평행이동 한다면 다음과 같은 새로운 f(x)를 얻는다.

f(x) =

{
2x3 − 6x+ 4 (x ≤ 2)

a(x− 2)(x− b) + 9 (x > 2)

이를 이용하여 문제 3-2를 얻을 수 있다.

문제 3-2. 두 자연수 a, b에 대하여 함수 f(x)는

f(x) =

{
2x3 − 6x+ 4 (x ≤ 2)

a(x− 2)(x− b) + 9 (x > 2)

이다. 실수 t에 대하여 함수 y = f(x)의 그래프와 직선 y = t가 만나는 점의 개수를

g(t)라 하자.

g(k) + lim
t→k−

g(t) + lim
t→k+

g(t) = 9
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를만족시키는실수 k의개수가 1이되도록하는두자연수 a, b의순서쌍 (a, b)에대하여

a+ b의 최댓값은?

x > 2에서의 함수의 최솟값을 m이라고 한다면, 문제 3-2는 b ≥ 3이면서 m =

0인 경우를 살펴보아야 한다. 그때, a(b − 2)2 = 36이므로 가능한 순서쌍 (a, b)는

(1, 8), (4, 5), (9, 4), (36, 3)이다. 따라서 a+ b의 최댓값은 39이다.

다음으로 a(b− 2)2의 값이 4의 배수가 아니며 a(b− 2)2 = ak2 (k는 자연수) 형태로

나오는 수를 생각해 보자. a(b − 2)2 = 25를 고려하려면 a(1 − b
2)

2 = 25
4 이어야 한다.

a(1 − b
2)

2 = 25
4 이므로 a( b2 − 1)(1 − b

2) = −25
4 이다. 원래문제 3에서 x ≤ 2 범위에

해당하는 f(x) = 2x3 − 6x + 1를 변형하지 않는다면 −25
4 + t = −3에 의해 t = 13

4 을

사용하여 범위 x > 2의 함수식을 f(x) = a(x−2)(x− b)+ 13
4 으로 수정해야 한다. 이를

통해 새로운 함수 f(x)를 얻을 수 있다.

f(x) =

{
2x3 − 6x+ 1 (x ≤ 2)

a(x− 2)(x− b) + 13
4 (x > 2)

또한 이 변화는 b ≥ 3이어야 한다는 것을 발견하는 하위구조2에 영향을 주지 않으므

로 a(b−2)2 = 25를만족하는두자연수 a, b의순서쌍 (a, b)는 (1, 7), (25, 3)이다.이때,

조건을 만족하는 a+ b의 최댓값은 28이다. 이를 이용하여 문제 3-3을 생각해 보자.

문제 3-3. 두 자연수 a, b에 대하여 함수 f(x)는

f(x) =

{
2x3 − 6x+ 1 (x ≤ 2)

a(x− 2)(x− b) + 13
4 (x > 2)

이다. 실수 t에 대하여 함수 y = f(x)의 그래프와 직선 y = t가 만나는 점의 개수를

g(t)라 하자.

g(k) + lim
t→k−

g(t) + lim
t→k+

g(t) = 9

를만족시키는실수 k의개수가 1이되도록하는두자연수 a, b의순서쌍 (a, b)에대하여

a+ b의 최댓값은?

문제 3-3에서는 하위구조5에서 조건을 만족하는 a + b의 최댓값을 구하는 것이 유

지된다. 하지만 하위구조4에서 변화가 일어나 원래문제3의 함수 f(x)가 바뀌었다고 볼

수 있다.

이번에는 하위구조4의 a(b − 2)2 대신 a(b − 1)2을 사용하도록 변형해 보자. 그중

에서 특히 a(b − 1)2 = 12라는 값이 나오도록 하자. 그때 f(1 + b) = −3을 찾으면

a(b − 1)2 = 12을 이용할 수 있다. 원래문제 3에서는 x > 2일 때의 함수를 살펴보면

x = 1+ b
2에서 최솟값을 가졌으나 이 경우에서는 x = 1+ b에서 최솟값을 가지면 된다.
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이를 통해 x > 2일 때, f(x) = a(x − 2)(x − 2b) + 9라는 새로운 함수를 고려해 볼 수

있다. 이렇게 문제 3-4를 얻을 수 있다.

문제 3-4. 두 자연수 a, b에 대하여 함수 f(x)는

f(x) =

{
2x3 − 6x+ 1 (x ≤ 2)

a(x− 2)(x− 2b) + 9 (x > 2)

이다. 실수 t에 대하여 함수 y = f(x)의 그래프와 직선 y = t가 만나는 점의 개수를

g(t)라 하자.

g(k) + lim
t→k−

g(t) + lim
t→k+

g(t) = 9

를만족시키는실수 k의개수가 1이되도록하는두자연수 a, b의순서쌍 (a, b)에대하여

a+ b의 최댓값은?

문제 3-4를 원래문제 3의 f(x)와 비교하자면 원래문제 3의 f(x)에서 b가 2b로 변경

된 것이다. 곡선 y = a(x − 2)(x − 2b) + 9를 살펴보면 (2, 9), (2b, 9)를 지나는 아래로

볼록한 포물선이다. 이때, 원래문제 3처럼 b가 자연수라는 조건은 유지되지만 1+ b > 2

이어야 하므로 원래문제 3의 b ≥ 3이라는 조건이 b ≥ 2라는 조건으로 변화한다. 또한

f(1+ b) = −3이어야 하므로 a(b− 1)2 = 12이다. 가능한 두 자연수 a, b의 모든 순서쌍

(a, b)는 (12, 2), (3, 3)이다. 따라서 a+ b의 최댓값은 14이다.

다음으로 a(b− 1)2 = 12을 이용하되 최솟값을 갖는 위치를 x = b가 되도록 변형하

자. 그럼 y = a(x− 1)(x+1− 2b)+9를 생각해 볼 수 있고, 이 곡선은 (1, 9), (2b− 1, 9)

를 지나는 아래로 볼록한 포물선이다. 이는 문제 3-4의 f(x)를 x축의 방향으로 −1만큼

평행이동 한 것과 연결할 수 있다. 이를 이용하여 x ≤ 1, x > 1의 범위로 나눈다면 함수

f(x)는

f(x) =

{
2(x+ 1)3 − 6(x+ 1) + 1 (x ≤ 1)

a(x− 1)(x+ 1− 2b) + 9 (x > 1)

를 생각해 볼 수 있고 이를 정리하면 다음과 같다.

f(x) =

{
2x3 + 6x2 − 3 (x ≤ 1)

a(x− 1)(x+ 1− 2b) + 9 (x > 1)

이를 통해 문제 3-5를 얻을 수 있다.

문제 3-5. 두 자연수 a, b에 대하여 함수 f(x)는

f(x) =

{
2x3 + 6x2 − 3 (x ≤ 1)

a(x− 1)(x+ 1− 2b) + 9 (x > 1)
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이다. 실수 t에 대하여 함수 y = f(x)의 그래프와 직선 y = t가 만나는 점의 개수를

g(t)라 하자.

g(k) + lim
t→k−

g(t) + lim
t→k+

g(t) = 9

를만족시키는실수 k의개수가 1이되도록하는두자연수 a, b의순서쌍 (a, b)에대하여

a+ b의 최댓값은?

문제 3-5에서는 원래문제 3의 하위구조를 참고하면 b > 1이어야 하고 f(b) = −3

이어야 함을 알 수 있다. 따라서 a(b− 1)2 = 12이어야 한다. 문제 3-4의 결과와 같아지

므로 가능한 두 자연수 a, b의 모든 순서쌍 (a, b)는 (12, 2), (3, 3)이다. 따라서 a + b의

최댓값은 14이다.

마지막으로 하위구조3을 DPC 1단계로 한다면, 하위구조3에서 각 범위에서의 극솟

값과최솟값이같은경우가극댓값과최댓값이같은경우로변화하는경우원래문제 3이

어떻게 변화하는지 확인한다. 먼저 원래문제 3의 함수 f(x)가 x축에 대해 대칭시키는

경우를 생각해 볼 수 있다. 원래문제 3의 함수 f(x)는 다음과 같다.

f(x) =

{
2x3 − 6x+ 1 (x ≤ 2)

a(x− 2)(x− b) + 9 (x > 2)

이 함수 f(x)를 x축에 대해 대칭시키면 다음과 같은 새로운 f(x)를 얻을 수 있다.

f(x) =

{
−2x3 + 6x− 1 (x ≤ 2)

−a(x− 2)(x− b)− 9 (x > 2)

이를 이용하여 문제 3-6을 생각해 볼 수 있다.

문제 3-6. 두 자연수 a, b에 대하여 함수 f(x)는

f(x) =

{
−2x3 + 6x− 1 (x ≤ 2)

−a(x− 2)(x− b)− 9 (x > 2)

이다. 실수 t에 대하여 함수 y = f(x)의 그래프와 직선 y = t가 만나는 점의 개수를

g(t)라 하자.

g(k) + lim
t→k−

g(t) + lim
t→k+

g(t) = 9

를만족시키는실수 k의개수가 1이되도록하는두자연수 a, b의순서쌍 (a, b)에대하여

a+ b의 최댓값은?

문제 3-6도원래문제 3의해결구조와유사하게따르므로 b ≥ 3이면서 f(1+ b
2) = 3인

경우를찾으면된다.즉, −a( b2−1)(1− b
2)−9 = 3이므로원래문제 3처럼 a(b−2)2 = 48

을 만족하는 두 자연수 a, b를 찾으면 된다. 따라서 원래문제 3과 같게 a+ b의 최댓값은

48 + 3 = 51이다.
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3.2. 결론 및 제언

본연구에서는대학수학능력시험기출문제를대상으로연역적문제만들기를적용하

여함수그래프의특성이사용되는세문제에대해새로운문제 6개를각각생성하였다.

그 결과로 첫째, 하위구조를 문제의 성격에 따라 세분화할 수 있음을 확인하였다. 본

연구에서는 새롭게 얻어지는 것에 대해 초점을 맞추어 하위구조를 나누었으며 이를

통해 문제에 따라 적절히 하위구조를 나누어 연역적 문제만들기를 수행하였고 그 내용

을 제시하였다. 또한 하위구조의 변화가 문제에 미치는 영향을 파악하고 새롭게 만든

문제들 사이의 관계를 살펴보았다.

둘째, 연역적 문제만들기를 통해 주어진 문제의 구조를 깊게 이해하는 데에 도움

을 준다. [2]에서는 문제가 만들어지는 과정에서는 문제의 구조를 확실하게 이해하는

과정이 필요하고 이를 바탕으로 문제가 만들어지는 요소와 원리를 알게 되는 기회가

된다고 하였다. 연역적 문제만들기를 수행하기 위해서는 원래문제의 문제해결 단계를

살펴보고하위구조를분류한뒤, 각단계에서수행되는내용이무엇인지분석하는것이

선행되어야 한다. 본 연구에서는 하위구조 탐구를 통해 가능한 변화와 각 변화가 어떤

영향을주는지살펴보았다.따라서연역적문제만들기는원래문제의구조를심층적으로

파악하는 기회가 될 것이다.

본 연구는 대학수학능력시험에서 함수 그래프의 특성과 관련된 문제를 통해 연역적

문제만들기의 구체적 방안을 제안하였다는 점에서 의의가 있다. 다만 본 연구에서 변

형으로 제시한 각 문제는 연역적 문제만들기 방안 활용의 일부라는 연구의 제한점이

존재한다. 또한 학습자에게 연역적 문제만들기 적용하였을 때, 수학적 창의성, 정의적

영역 등에 어떤 영향을 미치는지에 대한 후속 연구가 요구된다. 이를 통해 연역적 문

제만들기의 활용을 구체화하고 더 나아가 학교 현장에서의 연역적 문제만들기 교육적

적용을 기대해 볼 수 있을 것이다.
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