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일반화를 통한 HORADAM 수열에서의 항등식 유도

A STUDY ON DERIVATION OF IDENTITIES FOR THE

HORADAM SEQUENCE THROUGH GENERALIZATION

허남구 a, ∗

Abstract. Analogical reasoning helps extend mathematical concepts and can be
used as a heuristic for solving mathematical problems. In this study, identities of the
Horadam sequence were conjectured through conceptual analogy, and the conjec-
tured identities were proved through methodological analogy. In addition, further
methods for proving the identities were presented using matrix powers, determi-
nants, and the Cayley–Hamilton theorem. This study is expected to help preservice
and inservice teachers experience the process of formulating and justifying mathe-
matical conjectures through analogical reasoning, and to serve as instructional ma-
terial for providing gifted students with opportunities to gradually expand their
mathematical knowledge by using analogical reasoning.

1. 서론

유추적 사고는 유사한 두 대상에 대하여 한 대상이 가지고 있는 특성을 다른 대상도

가지고있을것이라고추론하는것으로수학적개념의발달이나수학문제해결에자주

활용된다([4, 11, 14-16]). 특수한 사례로부터 일반화한 대상은 특수한 사례와 구조적으

로나 표면적으로 유사한 측면이 있다. 따라서 유추적 사고는 특수한 사례와 일반화한

대상 사이의 유사성을 바탕으로 수학적 성질을 일반화하는 데에도 활용될 수 있는데,

대표적으로형식불역의원리를통한수학적개념의확장도유추적사고를이용한것으

로 볼 수 있다([12]). Han([3]), Heo([5]), Kim과 Park([10])은 특수한 사례와 일반화한

대상 사이의 유사성이 있다는 가정 아래, 특수한 사례의 성질로부터 일반화된 수학적

대상의 성질을 추측하고 이를 정당화하였다. Han([3])은 유추적 사고를 이용한 코사인

정리의일반화를연구하였으며, Kim과 Park([10])은수학영재학생들이유추적사고를
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이용하여 조립제법을 일반화하는 과정을 연구하였다. 또한 Heo([5])는 유추적 사고를

통하여 일반화된 피보나치 수열과 일반화된 펠 수열의 항등식을 유도한 후, 이를 일반

화한 수열에서의 항등식을 도출하였다.

Erdniev와 Han([2])은 유추적 사고의 활용을 두 가지로 구분하였는데, 유사한 두

수학적대상사이에서새로운수학적지식을생성하는유추를개념유추라고하였으며,

수학 문제 해결에서 활용하는 유추를 방법 유추라 하였다. 즉, 개념 유추는 유사한 두

수학적 대상 A,B에 대하여 A가 성질 x를 만족하면 B도 성질 x를 만족할 것으로 사

고하는 것이다. 반면 방법 유추는 유사한 두 수학적 대상 A,B에 대하여 A가 방법 x를

사용하여 해결할 수 있으면 B도 방법 x를 사용하여 해결할 수 있을 것으로 사고하는

것이다. 즉, 특수한 사례의 성질로부터 일반화된 수학적 대상의 성질을 추측하는 것은

개념 유추에 의한 것이며, 특수한 사례의 성질을 증명하는 방법을 활용하여 일반적인

대상의 성질을 증명하는 것은 방법 유추에 의한 것으로 볼 수 있다. 이는 특수한 사례

로부터 일반화한 대상의 성질을 추측하고 정당화하는 과정이 개념 유추와 방법 유추를

활용한 것으로 볼 수 있음을 의미한다.

유추적 사고에서 유사한 두 대상은 바탕 영역과 목표 영역으로 구분하는 데, 이미 알

고있는수학적대상을바탕영역이라하고,바탕영역의성질과대응하는성질을찾거나

문제해결방법을적용하려는수학적대상을목표영역이라고한다.특수한사례로부터

일반화하는과정에서는특수한사례가바탕영역이되고,일반화한대상이목표영역이

된다. 유추적 사고에서는 바탕 영역과 목표 영역의 두 수학적 대상 사이의 대응 관계를

찾는 것이 중요하다. 즉, 바탕 영역의 A,B와 목표 영역의 C에 대하여 A와 C가 대응할

때, B에 대응하는 목표 영역의 D를 찾는 것이 중요하다. 이때 A : B = C : D를 만족하

는 적절한 D를 목표 영역에서 찾는다면 유추적 사고를 통해 성질을 추측하거나 문제를

해결할 수 있으나, 부적절하게 대응하였을 때는 새로운 성질을 추측할 수 없거나([5])

문제의 해결 방법을 찾을 수 없다([4]). 따라서 다양한 관점에서 바탕 영역과 목표 영역

사이의 대응 관계를 고려하고, 각 대응 관계가 적합한지에 대해 점검할 필요가 있다

([4]).

Heo([6])는 피보나치 수열 {Fn}을 일반화한 수열을 일반화된 피보나치 수열 {GFn}
로 정의하고, 일반화된 피보나치 수열의 항등식을 증명하였다. 또한 Heo([5])는 일반화

된 피보나치 수열 {GFn}과 일반화된 펠 수열 {GPn} 사이의 유사성을 바탕으로 개념
유추를 통해 일반화된 펠 수열 {GPn}의 항등식을 추측하였으며, 방법 유추를 통해 이

항등식을 증명하였다. 더 나아가 일반화된 피보나치 수열 {GFn}과 일반화된 펠 수열
{GPn}을 일반화하여 초깃값이 G0 = a, G1 = b이고 점화관계가 Gn = kGn−1 +Gn−2

(n ≥ 2)인수열 {Gn}을정의하고,개념유추와방법유추를이용하여수열 {Gn}에서의
항등식을 추측하고 증명하였다.
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Heo([5]]에서 정의한 수열 {Gn}은 초깃값이 H0 = a, H1 = b이고 점화관계가 Hn =

pHn−1 + qHn−2인 2차 선형 재귀 수열 {Hn}의 특수한 사례로 생각할 수 있으며, 이

수열 {Hn}은 Horadam 수열이라고 불린다([1, 7, 8, 9, 13]). 즉, Horadam 수열 {Hn}
은 Heo([5])에서 정의한 수열 {Gn}을 일반화한 것이다. 이에 본 연구에서는 개념 유

추를 활용하여 수열 {Gn}의 항등식에 대응하는 Horadam 수열 {Hn}에서의 항등식을
추측하고, 방법 유추를 활용하여 Horadam 수열 {Hn}에서의 항등식을 증명하고자 하
였다. 또한 예비수학교사와 현직수학교사가 지닌 선형대수학 수준의 지식을 이용하여

Horadam 수열 {Hn}에서의 항등식을 증명하고자 하였다. 이를 위해 다음과 같이 연구

문제를 설정하였다.

첫째, 개념 유추를 활용하여 추측할 수 있는 Horadam 수열에서의 항등식은 무엇

인가?

둘째, 방법 유추를 활용하여 Horadam 수열에서의 항등식은 어떻게 증명할 수 있

는가?

셋째, 행렬을 이용하여 Horadam 수열에서의 항등식은 어떻게 증명할 수 있는가?

2. 연구의 배경

2.1. 수학교과에서의 유추적 사고

유추적 사고는 유사한 두 대상에 대하여 한 대상이 가지고 있는 특성을 다른 대상도

가지고 있을 것이라는 개연 추론의 방법이다([15]). 유추는 유사한 두 대상 A와 B에

대하여 A가 특성 x를 가지고 있으면 B도 특성 x를 가지고 있을 것이라는 추론인데,

이때 대상 A를 바탕 영역이라 하고 대상 B를 목표 영역이라 한다.

수학사에서 유추적 사고는 수학적 개념의 확장이나 문제 해결에 큰 역할을 하였다

([4, 11, 12]). Lee([11])는 집합론의 발달 과정, 음수의 정의와 음수 사이의 연산을 체

계화하는 과정, 복소수의 정의와 복소수 사이의 연산을 체계화하는 과정에서 유추가

활용되었으며, Euler가 Basel 문제를 해결하는 데에도 유추가 활용되었다고 하였다. 또

한 Lee([12])는형식불역의원리를통한수학적개념의확장과일반화도유추적사고를

이용한 것이라고 하였다. 이처럼 유추를 이용하여 수학적 개념을 확장하거나 문제를

해결할 때는 바탕 영역의 특정 대상과 목표 영역의 특정 대상을 연결해야 한다.

유추적사고에서는바탕영역과목표영역사이의대응관계가중요하다. Heo([4])는

예비수학교사를대상으로유사한두작도문제의해결에관한연구를수행하였는데,대

부분의예비수학교사는바탕영역과목표영역사이의부적절한대응관계로인해문제

해결에관한유추적전이가일어나지않아문제해결에실패하였다.하지만예비수학교

사 1명이 바탕 영역에 속한 수학적 대상 사이의 관계를 재설정하고 이에 대응하는 목표
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영역의 수학적 대상 사이의 관계로 대응시켰더니 유추적 전이가 일어나 문제 해결에

성공하였다. 이와 유사하게 Heo[5]의 연구에서도 일반화된 피보나치 수열과 일반화된

펠 수열 사이의 대응 관계에 따라 일반화된 펠 수열에서의 항등식을 도출할 수 있는지

가다르게나타났다.이처럼유추적사고를활용하여개념을생성하거나문제를해결할

때는 바탕 영역과 목표 영역 사이의 대응 관계가 중요한 역할을 한다.

수학과교수학습에서유추적사고는중요하게다루어지고있다. 2022개정교육과정

([14])은 도형의 성질을 이해하고 정당화하는 방법으로 유사성에 근거한 추론인 유추를

제시하고 있으며, 학생의 문제해결과 추론 역량을 함양하는 방법으로 각각 “문제해결

과정 및 결과의 의미를 재해석하여 주어진 문제를 변형하거나 새로운 문제를 만들어

해결하게 한다.”와 “귀납, 유추 등의 개연적 추론을 통해 수학적 추측을 제기하고 정

당화하며, 수학적 증거와 논리적 근거를 바탕으로 비판적으로 사고하는 태도를 갖게

한다.”라고 서술하고 있다([14, p. 44]). 더 나아가 Polya([16])는 문제 해결을 위한 발

견술로 유추를 제시하고 있으며, 교사가 학생이 유추를 이용하여 문제를 해결할 수

있도록 도와줄 수 있는 발문으로 ‘만일 제기된 문제를 풀 수 없다면, 먼저 어느 정도

그와 관련된 문제를 풀어보아라. 유사한 문제를 생각해 낼 수 있는가?’를 제시하였다.

이처럼 유추적 사고는 수학과 교수학습에서도 학생의 문제해결 및 추론 역량의 함양에

긍정적인 영향을 줄 수 있다.

2.2. Horadam 수열의 항등식에 관한 선행연구

Horadam([7])은 일반화된 피보나치 수열 {wn}을 초깃값이 w0 = a, w1 = b이고

점화관계가 wn = pwn−1 − qwn−2 (n ≥ 2)인 수열을 정의하였다. 최근에도 Keskin과

Siar([9]), Daşdemir([1]), Liu 외([13])는 Horadam이 정의한 수열 {wn}을 Horadam 수

열이라고 정의한 후, Horadam 수열의 다양한 성질에 관해 연구하였다. 본 연구에서는

Horadam 수열을 {Hn}으로 표현하고, 초깃값이 H0 = a, H1 = b (a와 b는 실수)이고

점화관계가 Hn = pHn−1 + qHn−2 (n ≥ 2) (p와 q는 실수. q ̸= 0, p2 + 4q ̸= 0)인 2차

선형 재귀 수열로 정의하였다.

많은 연구자는 Horadam 수열의 항등식에 관해 연구하였다. Keskin과 Siar([9])는

Horadam 수열을 {Hn}에 대하여 수열 {Un}을 초깃값이 U0 = 0, U1 = 1이고 점화

관계가 Un = pUn−1 + qUn−2 (n ≥ 2), 수열 {Vn}을 초깃값이 V0 = 2, V1 = p이고

점화관계가 Vn = pVn−1 + qVn−2 (n ≥ 2)인 수열로 정의하였다. 또한 수열 {Xn}을
Xn =Wn+1 + qWn−1로 정의하고, 네 수열 {Hn}과 {Un}, {Vn}, {Xn}과 관련된 여러
항등식을 제시하였다. 다음은 Keskin과 Siar([9])가 제시한 항등식 중 세 수열 {Hn}과
{Un}, {Vn}과 관련된 것을 나타낸 것이다.



일반화를 통한 HORADAM 수열에서의 항등식 유도 103

Hm+n = Hm+1Un + qHnUn−1

(−q)nHm−n = HmUn+1 −Hm+1Un

UrHm+n+r = Hm+rUn+r − (−q)rHmUn

UrHm+n−r = HmUn − (−q)rHm−rUn−r

UrHm+n = HmUn+r − (−q)rHm−rUn

Daşdemir([1])은 Horadam수열의특수한경우로초깃값 h0 = 2b−ap, h1 = bp−2aq

이고, 점화관계가 Hn = pHn−1 + qHn−2 (n ≥ 2)인 수열에 대하여 α =
p+
√
p2+4q
2 ,

β =
p−
√
p2+4q
2 라하면수열 {Hn}의비네공식은 Hn = (b−aβ)αn+(b−aα)βn임을보

였다.또한수열 {Un}을초깃값이 U0 = 0, U1 = 1이고점화관계가 Un = pUn−1+qUn−2

(n ≥ 2)인수열로정의하고,세상수 A, d, E를 A = b−aβ, d = α−β, E = b2–abp+a2q

라 정의할 때, 다음과 같은 항등식을 제시하였다.(
Hn+1 + qHn−1 +Hnd

2Ad

)m
=
Hmn+1 + qHmn−1 +Hmnd

2Ad(
p

q2
HnHn+3

)2

+ {2pHn+2(2pHn+2 −Hn)}2 = {H2
n + 2pHn+2(2pHn+2 −Hn)}2

H2
n+1 + qH2

n = d2{(b2 + a2q)U2n+1 + aq(2b− ap)U2n}

Hn+mHn−r −HnHn−r+m = E(−q)n−r{Vr+m − (−q)sVr−m}

Hn−2Hn−1Hn+1Hn+2 −H4
n = Ed2(−q)n−2{(p2–q)H2

n + Ed2p2(−q)n−1}

다수의수학자는 Horadam수열에서의항등식을연구하고있으나,수학자가항등식

을 발견한 아이디어는 논문에 드러나지 않는다. 교직수학의 관점에서 다양한 Horadam

수열에대한항등식은학생에게탐구를위한교수학습자료로제공할수있으나,새로운

항등식을추측하는과정을제시해주지못한다는한계가있다.본연구는이러한점을고

려하여 새로운 항등식을 추측하고 증명하는 과정을 포함하였다. Horadam 수열에 대한

항등식을 연구하는 관점에서 Keskin과 Siar([9])과 Daşdemir([1]), 본 연구의 차이점은

표 1과 같다.

본 연구에서는 기존의 연구 결과를 바탕으로 일반적인 상황의 항등식으로 확장하고

이를 증명하는 과정을 보여주는 사례로서 Horadam 수열을 활용하고자 한다.

2.3. 일반화된 피보나치 수열과 일반화된 펠 수열에서의 항등식

Heo([6])는피보나치수열 {Fn},루카스수열 {Ln},일반화된피보나치수열 {GFn}
사이의관계를이용하여일반화된피보나치수열의항등식 3개를다음과같이추측하고
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표 1. 선행연구와 본 연구의 비교

Keskin과
Siar([9])

Daşdemir([1]) 본 연구

항등식 생성 아
이디어의 제시
여부

제시되지 않
음

제시되지 않
음

- 기존의 연구로부터
개념 유추를 활용

- 유추적전이가실패
한 사례도 포함

항등식의 증명
방법

행렬과 점화
관계 이용

행렬과 점화
관계 이용

- 기존의 연구로부터
방법유추를 활용
(점화관계 이용)

- 행렬을이용한추가
적인 방법 제시

증명하였다.

GFn+m + (−1)mGFn−m = GFnLm

Fm+1GFn+m − FmGFn+m+1 = (−1)mGFn

(−1)m+1GFn + Fm+1(GFn+m +GFn+m+2) = GFn+2m+2

Heo([5])는피보나치수열 {Fn}과펠수열 {Pn}이 2차선형재귀수열로비네공식이

유사한 측면이 있어 두 수열을 일반화하여 만든 새로운 두 수열인 일반화된 피보나치

수열 {GFn}과 일반화된 펠 수열 {GPn}도 유사할 것으로 추측하였다. 두 일반화된

피보나치 수열 {GFn}과 일반화된 펠 수열 {GPn}의 유사성을 기반으로 Heo([6])가 제

시한 일반화된 피보나치 수열 {GFn}에서의 항등식을 일반화된 펠 수열 {GPn}에서의
항등식으로 추측하고 증명하였다. 피보나치 수열 {Fn}, 루카스 수열 {Ln}, 일반화된
피보나치 수열 {GFn}과 대응하는 수열을 각각 펠 수열 {Pn}, 펠 루카스 수열 {PLn},
일반화된 펠 수열 {GPn}이라 할 때, 일반화된 펠 수열 {GPn}의 항등식 3개를 다음과

같이 추측하고 증명하였다.

GPn+m + (−1)mGPn−m = GPnPLm

Pm+1GPn+m − PmGPn+m+1 = (−1)mGPn

(−1)m+1GPn + Pm+1(GPn+m +GPn+m+2) = GPn+2m+2

더나아가 Heo([5])는일반화된피보나치수열의점화관계가GFn = GFn−1+GFn−2

(n ≥ 2)이고, 일반화된 펠 수열의 점화관계가 GPn = 2GPn−1 + GPn−2 (n ≥ 2)라는

점을 일반화하여 수열 {Gn}을 초깃값이 G0 = a, G1 = b이고, 점화관계가 Gn =

kGn−1 +Gn−2 (n ≥ 2)인 수열로 정의하였다. 또한 유추적 사고를 적용하여 일반화된
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피보나치 수열 {GFn}과 일반화된 펠 수열 {GPn}에서의 항등식에 대응하는 일반화된
수열 {Gn}에서의 항등식을 추측하고 증명하고자 하였다. 이를 위해 두 수열 {An}과
{Bn}을 초깃값이 A0 = 0, A1 = 1이고 점화관계가 An = kAn−1 + An−2, 초깃값이

B0 = 2, B1 = k이고 점화관계가 Bn = kBn−1 +Bn−2인 수열로 정의하였다. Heo([5])

는 일반화된 수열 {Gn}의 항등식 3개를 다음과 같이 추측하고 증명하였다.

Gn+m + (−1)mGn−m = GnBm

Am+1Gn+m −AmGn+m+1 = (−1)mGn

(−1)m+1Gn +Am+1(Gn+m +Gn+m+2) = Gn+2m+2

3. 연구 결과 및 결론

Heo([5])는 일반화된 피보나치 수열과 일반화된 펠 수열에 대한 일반화된 수열로 수

열 {Gn}을 초깃값이 G0 = a, G1 = b이고 점화관계가 Gn = kGn−1 +Gn−2 (n ≥ 2)인

수열로 정의하였다. 이때, 바탕 영역에 해당하는 일반화된 피보나치 수열과 일반화된

펠 수열을 분석한 후, 목표 영역에 해당하는 수열에 대응하고자 하였다. 그 결과, 일반

화된 수열 {Gn}에서의 항등식을 추측하기 위하여 두 수열 {An}, {Bn}을 각각 A0 = 0,

A1 = 1, An = kAn−1 +An−2 (n ≥ 2), B0 = 2, B1 = k, Bn = kBn−1 +Bn−2 (n ≥ 2)

로 정의하였으며, 세 항등식

Gn+m + (−1)mGn−m = GnBm

Am+1Gn+m −AmGn+m+1 = (−1)mGn

(−1)m+1Gn +Am+1(Gn+m +Gn+m+2) = Gn+2m+2

이 성립함을 증명하였다.

Horadam 수열은 일반화된 수열 {Gn}을 일반화한 것으로, 본 연구에서는 Horadam

수열을 {Hn}으로 표현하고, 초깃값이 H0 = a, H1 = b (a와 b는 실수)이고 점화관계가

Hn = pHn−1 + qHn−2 (n ≥ 2)(p와 q는 실수. q ̸= 0, p2 + 4q ̸= 0)인 2차 선형 재귀

수열로 정의하였다. Horadam 수열 {Hn}에서의 항등식은 특수한 사례로서의 {Gn}과
일반화된 대상인 {Hn} 사이의 유사성을 바탕으로 유추적 사고를 적용할 수 있다.

본 연구에서는 유추적 사고를 적용하여 Horadam 수열 {Hn}에서의 항등식을 추측
하고 증명하고자 하였다. Heo([5, 6])와 본 연구 사이의 관계는 유추적 사고의 관점에서

그림 1과 같이 표현할 수 있다.
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Horadam 수열 {Hn}의 특성방정식은 x2− px–q = 0이 되고, 특성방정식의 두 근을

α, β라 하자. 본 연구에서는 수열 {Hn}의 특성방정식이 중근을 갖는 경우를 제외하였
으며, 이때 Horadam 수열의 비네 공식은 다음과 같다.

Hn = Aαn +Bβn, A+B = a, Aα+Bβ = b

그림 1. Heo([5, 6])와 본 연구 사이의 관계

3.1. 개념 유추를 활용한 Horadam 수열의 항등식 추측

본 연구에서는 유추적 사고를 통해 Horadam 수열의 항등식을 추측하고자 하였다.

이를 위해 바탕 영역인 일반화된 수열 {Gn}에서의 두 수열 {An}과 {Bn}에 대응하는
목표영역에서의두수열을 {Un}과 {Vn}을정의할필요가있다.이때,바탕영역에서의

항등식을 추측하고 증명하는 데 성공적으로 활용된 수열을 기반으로 목표 영역에서의

대응 관계를 나타내면 표 2와 같다.

바탕 영역인 수열 {Gn}에서의 3개의 항등식에 대응하는 목표 영역에서의 항등식은

표 3과 같이 추측할 수 있다.

수열 {Hn}이 H0 = 0, H1 = 1, Hn = Hn−1 + 2Hn−2 (n ≥ 2)인 경우를 생각하면,

H2 = 1, H3 = 3이므로 H3 + (−1)1H1 = H2V1이 성립하는지 확인할 수 있다. 하지만

등식의좌변은 2이고,우변은 1이되어목표영역에서항등식이옳지않음을알수있다.

다른두항등식 Um+1Hn+m−UmHn+m+1 = (−1)mHn과 (−1)m+1Hn+Um+1(Hn+m+

Hn+m+2) = Hn+2m+2에 m = n = 1을 대입하면 성립하지 않음을 알 수 있다. 즉, 이는

바탕영역의항등식과목표영역의항등식사이의대응관계가잘못된것임을의미한다.
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표 2. 바탕 영역과 목표 영역 사이의 대응 관계

바탕 영역 목표 영역

첫 번째 수열 수열 {Gn}
Gn = C1ϕ

n + C2ψ
n

Horadam 수열 {Hn}
Hn = Aαn +Bβn

두 번째 수열 수열 {An}
An = ϕn−ψn

ϕ−ψ

대응하는 수열 {Un}
Un = αn−βn

α−β

세 번째 수열 수열 {Bn}
Bn = ϕn + ψn

일반화된 펠 수열 {Vn}
Vn = αn + βn

점화 관계 Gn = kGn−1 + Gn−2

(n ≥ 2)
Hn = pHn−1 + qHn−2

(n ≥ 2)

* ϕ와 ψ는 이차방정식 x2 − kx–1 = 0의 두 근이다.

표 3. 유추적 사고를 통한 Horadam 수열의 항등식 추측

바탕 영역 목표 영역

항등식 1 Gn+m + (−1)mGn−m =
GnBm

Hn+m + (−1)mHn−m =
HnVm (n ≥ m)

항등식 2 Am+1Gn+m−AmGn+m+1 =
(−1)mGn

Um+1Hn+m−UmHn+m+1 =
(−1)mHn

항등식 3 (−1)m+1Gn+Am+1(Gn+m+
Gn+m+2) = Gn+2m+2

(−1)m+1Hn+Um+1(Hn+m+
Hn+m+2) = Hn+2m+2

바탕 영역의 항등식에서 새로운 대응 관계를 찾아야 하며, 바탕 영역에서 −1의 거

듭제곱과 관련된 항은 ϕψ = −1이라는 점을 고려하면 αβ = −q로 대응시킬 수 있으며,

그 결과는 표 4와 같다.

표 4의목표영역에서의항등식 3은 m = 0을대입하면좌변은 (−q)Hn+Hn+Hn+2

이고, 우변은 Hn+2가 되어 일반적으로 성립하지 않음을 알 수 있다. 바탕 영역의 항

등식 3에 대응하는 목표 영역에서의 항등식을 찾기 위하여, 바탕 영역의 항등식 3의

증명 과정을 분석하면 표 4의 항등식 3을 전개하였을 때 나타나는 항 Um+1Hn+m에

대한 보정이 필요함을 알 수 있다. 이를 반영하여 유추적 사고를 통해 Horadam 수열의

항등식은 표 5와 같이 추측할 수 있다.
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표 4. 유추적 사고를 통한 Horadam 수열의 항등식 추측

바탕 영역 목표 영역

항등식 1 Gn+m + (−1)mGn−m =
GnBm

Hn+m + (−q)mHn−m =
HnVm (n ≥ m)

항등식 2 Am+1Gn+m−AmGn+m+1 =
(−1)mGn

Um+1Hn+m−UmHn+m+1 =
(−q)mHn

항등식 3 (−1)m+1Gn+Am+1(Gn+m+
Gn+m+2) = Gn+2m+2

(−q)m+1Hn+Um+1(Hn+m+
Hn+m+2) = Hn+2m+2

표 5. 유추적 사고를 통한 Horadam 수열의 항등식 추측

바탕 영역 목표 영역

항등식 1 Gn+m + (−1)mGn−m =
GnBm

Hn+m + (−q)mHn−m =
HnVm (n ≥ m)

항등식 2 Am+1Gn+m−AmGn+m+1 =
(−1)mGn

Um+1Hn+m−UmHn+m+1 =
(−q)mHn

항등식 3 (−1)m+1Gn+Am+1(Gn+m+
Gn+m+2) = Gn+2m+2

(−q)m+1Hn +
Um+1(qHn+m +Hn+m+2) =
Hn+2m+2

3.2. 방법 유추를 활용한 Horadam 수열의 항등식 증명

Horadam 수열의 특성 방정식 x2−px−q = 0의 두 근이 α, β이므로 α+β = p이고,

αβ = −q이다. 또한 α와 β를 이용하여 구한 세 수열 {Hn}, {Un}과 {Vn}의 일반항은

Hn = Aαn +Bβn (단, A,B는 상수)

Un =
αn − βn

α− β

Vn = αn + βn

이다. 세 수열 {Hn}, {Un}과 {Vn}의 일반항과 점화관계를 이용하여 세 항등식을 증명
하고자 한다.

정리 1. Hn+m + (−q)mHn−m = HnVm (n ≥ m)
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정리 1은 두 수열 {Hn}과 {Vn}의 일반항을 이용하여 증명할 수 있다.

Hn+m −HnVm = (Aαn+m +Bβn+m)− (Aαn +Bβn)(αm + βm)

= −(Aαnβm +Bαmβn)

= −(αβ)m(Aαn−m +Bβn−m)

= −(−q)mHn−m

이다. 따라서

Hn+m + (−q)mHn−m = HnVm

이다.

정리 2. Um+1Hn+m − UmHn+m+1 = (−q)mHn

정리 2는 두 수열 {Un}과 {Hn}의 점화관계를 이용하여 증명할 수 있다. 이를 위해

함수 f(n,m)을

f(n,m) = Um+1Hn+m − UmHn+m+1

라고 정의하자. 두 수열 {Un}과 {Hn}의 점화관계를 이용하면

f(n,m+ 1) = Um+2Hn+m+1 − Um+1Hn+m+2

= (pUm+1 + qUm)Hn+m+1 − Um+1(pHn+m+1 + qHn+m)

= q(UmHn+m+1 − Um+1Hn+m) = −qf(n,m)

이다. 이때, f(n, 0) = Hn이므로 f(n,m) = (−q)mHn이다.

즉, Um+1Hn+m − UmHn+m+1 = (−q)mHn이다.

정리 3. (−q)m+1Hn + Um+1(qHn+m +Hn+m+2) = Hn+2m+2

정리 3은 두 수열 {Hn}과 {Un}의 일반항을 이용하여 증명할 수 있다.

Um+1(qHn+m +Hn+m+2) =
αm+1 − βm+1

α− β
{Aαn+m(q + α2) +Bβn+m(q + β2)}

=
αm+1 − βm+1

α− β
{Aαn+m(α2 − αβ) +Bβn+m(β2 − αβ)}

=
αm+1 − βm+1

α− β
{Aαn+m+1(α− β)−Bβn+m+1(α− β)}

= Aαn+2m+2 +Bβn+2m+2 −Aαn+m+1βm+1 −Bαm+1βn+m+1

= Hn+2m+2 − (−q)m+1(Aαn +Bβn)

= Hn+2m+2 − (−q)m+1Hn
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이다. 따라서

(−q)m+1Hn + Um+1(qHn+m +Hn+m+2) = Hn+2m+2

이다.

3.3. 행렬을 이용한 Horadam 수열에서의 항등식 증명

Horadam 수열은 {Hn}으로 표현하고, 초깃값이 H0 = a,H1 = b (a와 b는 실수)

이고 점화관계가 Hn = pHn−1 + qHn−2 (n ≥ 2) (p와 q는 실수. q ̸= 0, p2 + 4q ̸= 0)

이다. 이를 행렬로 표현하면 [
p q
1 0

] [
Hn−1

Hn−2

]
=

[
Hn

Hn−1

]
이 된다. 이때, A =

[
p q
1 0

]
이라 하면[

Hn

Hn−1

]
= An−1

[
H1

H0

]
이 된다. 행렬의 거듭제곱, Cayley-Hamilton 정리, 행렬식을 이용하여 세 항등식을 증

명하고자 한다.

정리 1. Hn+m + (−q)mHn−m = HnVm (n ≥ m)

정리 1은 행렬의 Cayley-Hamilton 정리를 이용하여 증명할 수 있다.[
Hn

Hn−1

]
= An−1

[
H1

H0

]
으로부터

[
Hn+m

Hn+m−1

]
= Am

[
Hn

Hn−1

]
이고,

[
Hn−m

Hn−m−1

]
= A−m

[
Hn

Hn−1

]
이다.

행렬 A의특성방정식은 x2–px−q = 0이므로 A의고윳값(eigenvalue)은 α와 β이다.

따라서 Am의 고윳값은 αm과 βm이고, Cayley-Hamilton 정리에 의해

(Am)2 − (αm + βm)Am + (αmβm)I = O

이다. 이때, αm + βm = Vm이고, αmβm = (−q)m이므로

(Am)2 − VmA
m + (−q)mI = O

로 나타낼 수 있다. 양변에 Am의 역행렬 A−m을 곱하면

Am + (−q)mA−m = VmI

이다. (Am + (−q)mA−m)

[
Hn

Hn−1

]
= Vm

[
Hn

Hn−1

]
이므로[

Hn+m

Hn+m−1

]
+ (−q)m

[
Hn−m
Hn−m−1

]
=

[
VmHn

VmHn−1

]
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이 되어

Hn+m + (−q)mHn−m = HnVm

이다.

정리 2. Um+1Hn+m − UmHn+m+1 = (−q)mHn

정리 2는 행렬식을 이용하여 증명할 수 있다.

Am
[
Hn+1

Hn

]
=

[
Hn+m+1

Hn+m

]
이고, Am

[
1
0

]
=

[
Um+1

Um

]
이므로,

Am
[
Hn+1 1
Hn 0

]
=

[
Hn+m+1 Um+1

Hn+m Um

]
이 성립한다. 등식의 양변에 행렬식을 적용하면 detA = −q이므로

−(−q)mHn = Hn+m+1Um–Hn+mUm+1

이다.

즉, Um+1Hn+m − UmHn+m+1 = (−q)mHn이다.

정리 3. (−q)m+1Hn + Um+1(qHn+m +Hn+m+2) = Hn+2m+2

정리 3은 행렬의 거듭제곱과 행렬식을 이용하여 증명할 수 있다.

자연수 r에 대하여 Ar =

[
Ur+1 qUr

Ur qUr−1

]
이 성립한다.[

Hn+2m+3

Hn+2m+2

]
= Am+1

[
Hn+m+2

Hn+m+1

]
로부터

(1) Hn+2m+2 = Um+1Hn+m+2 + qUmHn+m+1

이다. 마찬가지로

[
Hn+m+1

Hn+m

]
= Am

[
Hn+1

Hn

]
이므로

Hn+m+1 = Um+1Hn+1 + qUmHn(2)

Hn+m = UmHn+1 + qUm−1Hn(3)

이다. qUm × (2)− qUm+1 × (3)을 계산하면

(4) qUmHn+m+1 − qUm+1Hn+m = q2Hn(Um
2 − Um−1Um+1)

이다. 이때 detA = −q이므로

detAm = (−q)m = q(Um+1Um−1 − U2
m)

이 성립한다. 즉,

(5) U2
m–Um−1Um+1 = (−q)m−1
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이다. 식 (5)를 식 (4)에 대입하면

(6) qUmHn+m+1 = qUm+1Hn+m + (−q)m+1Hn

이다. 또한 식 (6)을 식 (1)에 대입하면

(−q)m+1Hn + Um+1(qHn+m +Hn+m+2) = Hn+2m+2

이다.

3.4. 결론

유추적 사고는 수학적 지식의 형성이나 수학적 문제 해결에서 유용하다([4, 11, 12,

14-16]). 유추적 사고는 수학적 지식의 발달 과정에서 집합론, 대수학 등 여러 분야에서

수학적 개념을 도입하고 체계화하는 데 사용되었으며([11]), 학교수학에서 수학적 개념

의확장을위해이용하는형식불역의원리도유추적사고로볼수있다([12]).더나아가

수학적문제해결을위한발견술로유추적사고를활용할수있으며([4, 15, 16]),학생이

수학적추측을제기하고정당화하는과정에서도사용할수있다([5]). 2022개정수학과

교육과정([14, p. 44])은 추론 역량의 함양을 위한 교수학습 방법으로 “귀납, 유추 등의

개연적추론을통해수학적추측을제기하고정당화하며,수학적증거와논리적근거를

바탕으로 비판적으로 사고하는 태도를 갖게 한다.”를 제시하고 있다. 이러한 점에서

예비수학교사와 현직 수학교사는 학생이 유추적 사고를 통해 수학적 추측을 제기하고

증명할 수 있도록 지도하기 위한 역량을 가지고 있어야 하며, 이를 위해 유추적 사고를

통해 수학적 추측을 제기하고 증명하는 과정에 대해 살펴보고 경험할 필요가 있다.

본 연구에서는 Heo([5])가 제시한 일반화된 피보나치 수열과 일반화된 펠 수열을

일반화한 수열 {Gn}의 항등식에 개념 유추를 적용하여 Horadam 수열의 항등식을 추

측하고, 방법 유추를 적용하여 이를 증명하였다. 더 나아가 선형대수학의 행렬의 거듭

제곱, Cayley-Hamilton 정리, 행렬식을 적용하여 Horadam 수열의 항등식을 증명하는

방법도 추가로 제시하였다. 본 연구의 결과는 다음과 같다.

첫째, 일반화된 수열 {Gn}의 각 요소에 대응하는 일반화된 펠 수열의 요소가 적절
하게 대응하여야 한다. 일반화된 수열 {Gn}과 관련된 수열 {An}과 {Bn}에 대응하는
Horadam 수열 {Hn}에서의 수열을 적절하게 {Un}과 {Vn}으로 대응시켰으나, 수열

{Gn}의 특성방정식에 대한 두 근의 곱인 −1과 Horadam 수열 {Hn}의 특성방정식에
대한 두 근의 곱인 −q 사이의 대응을 시키지 않아 추측한 항등식이 만족하지 않았다.

더 나아가 수열 {Gn}의 특성방정식에 대한 두 근의 곱인 −1과 Horadam 수열 {Hn}의
특성방정식에 대한 두 근의 곱인 −q가 대응하더라도 특정한 변수에 대한 계수 1을 q

로대응시키지않아추측한항등식이만족하지않은경우도나타났다.이처럼일반화된
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수열 {Gn}의 각 요소에 대응하는 Horadam 수열 {Hn}에서의 요소가 적절하게 대응하
여야 한다. 이는 Heo([4])에서 나타난 것처럼 유추적 사고를 통한 개념 확장이나 문제

해결에서는 바탕 영역과 목표 영역 사이의 적절한 대응을 찾는 것이 매우 중요하다.

둘째, 방법 유추는 바탕 영역에 대응하는 목표 영역의 대상을 찾는 데 활용할 수

있다. 일반적으로 방법 유추는 바탕 영역의 문제 해결 방법 x를 목표 영역에 적용하는

과정에서 사용한다. 하지만 바탕 영역과 목표 영역의 적절한 대응을 찾지 못할 때에도

대응을찾기위한전략으로활용할수있다.본연구에서는일반화된수열 {Gn}의항등
식 3에 대응하는 Horadam 수열 {Hn}의 항등식을 추측하는 과정에서, Gn+m의 계수인

1을 Hn+m의 계수 q로 대응시킬 필요가 있었다. 하지만 항등식에서 계수 1은 표현되지

않으므로보정을위한변수를찾는것은쉽지않다.본연구에서는수열 {Gn}의항등식
3를증명하는데있어덧셈에대한역원이이용되는과정을살펴보았으며,수열 {Hn}의
항등식에서도 동일한 상황이 나타날 수 있도록 Hn+m의 계수를 1에서 q로 보정하였다.

즉, 수열 {Hn}의 항등식 3은 (−q)m+1Hn+Um+1(Hn+m+Hn+m+2) = Hn+2m+2에서

(−q)m+1Hn + Um+1(qHn+m +Hn+m+2) = Hn+2m+2로 수정되었다.

셋째, 일반화한 수열 {Gn}을 이용하여 Horadam 수열 {Hn}의 항등식을 추측하고
이를 증명할 수 있다. 본 연구에서는 Heo([5])의 증명 방법을 수열 {Hn}의 항등식에
적용하여 증명하였다. 즉, 방법 유추는 목표 영역의 문제를 해결하기 위한 유용한 전략

으로 사용될 수 있다.

학생이 수학적 추측을 제기하고 이를 정당화하는 과정은 추론 역량의 함양을 위해

중요하게 다루어지고 있다[14]. 교사는 학생에게 수학적 추측을 제기하고 이를 정당화

하는 활동을 제공하기 위해서는 먼저 교사 스스로 이러한 경험을 할 필요가 있다. 즉,

예비수학교사와현직교사는개념유추를적용하여목표영역의성질을추측하고,방법

유추를 적용하여 추측한 성질이 옳은지를 증명해 볼 필요가 있다. Heo([5, 6])는 수학화

를 통한 일반화된 피보나치 수열에서의 항등식을 탐구하고, 일반화된 피보나치 수열과

유사한 일반화된 펠 수열에서의 항등식을 추측하고 정당화하며, 일반화된 피보나치 수

열과일반화된펠수열을일반화한새로운수열 {Gn}의항등식을추측하고정당화하는
기회를 제공하였다. 본 연구는 Heo([5, 6]) 연구의 연장선으로, 일반화된 수열 {Gn}을
일반화한 2차 선형 재귀 수열인 Horadam 수열 {Hn}의 항등식을 추측하고 정당화하
는 과정을 제시하였다. 본 연구는 수학교사가 유추적 사고를 경험할 기회를 제공해 줄

수 있으며, 영재학생이 유추적 사고를 활용하여 수학적 지식을 점진적으로 확장하는

경험을 제공하기 위한 교수학습의 소재로 활용될 수 있을 것으로 기대된다.
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1. Daşdemir, A. (2023). On Horadam-Lucas Sequence. Journal of the Indone-

sian Mathematical Society, 29(1), 116–124. https://doi.org/10.22342/jims.

29.1.1280.116-124

2. Erdniev, P. M., & Han, I. (2005). Mathematical exploration through analogy. Seoul:

Seungsan.

3. Han, I. (2007). A study on a generalization of the law of cosine using vector. Commu-

nications of Mathematical Education, 21(1), 51-64.

4. Heo, N. G. (2017). Analogical reasoning in construction of quadratic curves. The Journal

of Educational Research in Mathematics, 27(1), 51-67.

5. Heo, N. G. (2025). A study on derivation of identities for the generalized Pell sequence

by analogical reasoning. Theoretical Mathematics and Pedagogical Mathematics, 32(4),

229-249. https://doi.org/10.7468/jksmeb.2025.32.4.229

6. Heo, N. G. (2025). Inquiry some identities for the generalized Fibonacci se-

quence to enhance preservice mathematics teachers’ mathematising ability. Theoret-

ical Mathematics and Pedagogical Mathematics, 32(2), 139-151. https://doi.org/

10.7468/jksmeb.2025.32.2.139

7. Horadam, A. F. (1965). Basic properties of a certain generalized sequence

of numbers. The Fibonacci Quarterly. 3(3), 161-176. https://doi.org/

10.1080/00150517.1965.12431416

8. Kalman, D., & Mena, R. (2003). The Fibonacci Numbers: Exposed. Mathematics Mag-

azine, 76(3), 167-181. https://doi.org/10.1080/0025570X.2003.11953176

9. Keskin, R., & Siar, Z. (2019). Some new identities concerning the Horadam sequence and

its companion sequence. Communications of the Korean Mathematical Society, 34(1),

1 – 16, https://doi.org/10.4134/CKMS.c170261

10. Kim, K., & Park, D. (2024). A case study on the generalization process of the assembly

system by mathematically gifted students. Journal of Science Education for Gifted,

16(1), 8-25. http://dx.doi.org/10.29306/jseg.2024.16.1.8

11. Lee, K. H. (2009). The role of analogical reasoning in mathematical knowledge con-

struction. The Journal of Educational Research in Mathematics, 19(3), 355-369.

12. Lee, S. W. (2002). On the principle of the permanence of equivalent forms. School

Mathematics, 4(3), 463-481.

13. Liu, J.-Y., Li, H.-L., & Zhang, Z.-H. (2025). A Grammatical Interpretation of Horadam

Sequence. Axioms, 14(11), 819, https://doi.org/10.3390/axioms14110819

14. Ministry of Education (2022). Mathematics curriculum. Ministry of Education Notices,

No. 2022-33.

15. Polya, G. (1954). Mathematics and plausible reasoning I: Induction and analogy in

mathematics. Princeton, NJ: Princeton University Press.



일반화를 통한 HORADAM 수열에서의 항등식 유도 115

16. Polya, G. (1971). How to solve it. Princeton, NJ: Princeton University Press.

aNam Gu Heo, Professor. Department of Mathematics Education, Sunchon National
University:
Email address: ngheo@scnu.ac.kr

This is an Open Access article distributed under the terms of the Creative Commons Attribution
Non-Commercial License [http:// creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/] which permits unre-
stricted non-commercial use, distribution, and reproduction in any medium, provided the original
work is properly cited.


